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第 四 章 项 勒 独 特 宇 间 论 
'§ 1 有 界 运算 子 论 
蚁 ,第 一 组 公理 就 罕 醒 数 空间 [及 序列 空间 时 甬 改 现 
”其 几何 儿 构 是 公司 的 。 它 们 独 是 同一 个 抽象 空间 的 不 同 具体 琢 
更, 本 章 中 将 鸣 这 一 抽象 空间 。 这 空间 是 首先 由 希 鄞 相 特 用 形式 
入 引入 的 , 通常 叫做 瑟 空间 或 希 动 柏 特 空间 。 圳 缕 数 有 劣 时 , 互 ， 
、” 实 间 的 特例 就 是 六 实 间 , 我 们 在 第 三 党 中 已 时兴 过 了 。 在 本 章 
中 我 们 将 考察 无 穷 帮 的 互 空间 。 在 考察 空 闻 世 时 我 们 耸 别 实 容 
到 与 复 空 疝 的 情形 。 我 们 将 考察 的 抽象 空 闻 . 瑟 是 与 复 空间 世相 
似 的 。 
>” ”着 压 是 苔 抽象 空 疗 , 应 当先 以 公理 来 独 述 它 , 而 空间 的 一 切 性 ， 
诬 将 是 这 些 公 理 的 后 果 。 换 名 前 鹏 ,我 们 将 招 空 沿 五 看 做 满足 一 
些 下 再 的 元 (矢量) 的 集合 。 元 的 本 性 可 以 是 多 汰 的 。 在 空间 一 
中 ， 元 防 是 Za 中 的 醒 数 , 在 实则 1 中居 是 复数 的 无 并 数列 。 在 下 
面 空间 元 于 常用 字母 表 中 后 面 的 字母 4, y, 2 … 等 歌 示 , 而 复数 ， 
出 用 前 而 的 字母 2, 5, ?,… 琢 示 。 强 在 我 们 陈 迟 第 -一 租 公理 。 
定义 ”所 其 复 的 希 右 术 妆 内 则 , 或 称 瑟 宏 早 ， i 
汪 归 公理 的 元 的 集合 瑟 。 
公理 上” 瑟 中 的 元 可 以 用 复数 素芬 可 以 租 加 ， 就 是 油 , 如果 和 如果 
2 是 区 中 的 了 天 4 及 复数 ,区 az 及 2+2 也 是 吾 中 的 确定 
上 延 的 送 第 困 守 于 列 规 则 : 
Te Z 十 2 一 ?LO .ty = 
证 ， (a08) | | 


204 ”第 四 车 着 灶 他 特 守 隐隐 =- 


8. Br 和 4. i 
5. glbr)= (ab)y; 6. lo=2; 
如 果 3 十 % 一 4 十 2 刚 ==%。 
今 介 缀 堆 元 的 概念 。 恋 z2 及 YY 是 五 中 任 ; 沁 丙 元。 更 在 永明 02=. 
一 0y 。 写 站 05=0, 0y==9。 应 用 规则 4 及 6, 可 以 写成 : 
| w+0=1v+0r= {1+0r=12=7，, 
而 完全 同伴 ,3 十 由 =34。 又 依 规 有 剧 工 及 2， 
(十 给 士 9 一 (2 二 乓 十 9 一 X 十 9 


完全 同样 可 放 (2 十 妇 十 2 一 2 二 9， 由 此 可 得 : (2 卡拉 十 9 一 (十 ， 


+ 十 01, 而 依 7， 得 9 一 狼 。 如 此 当 把 任意 一 元 乘 以 数 0 时 所 得 
是 同一 个 元 ,叫做 过 元 。 我 们 用 计 瑟 6 表示 需 元 。 不 难 由 上 曾 诸 
规则 推出 下 列 几 个 简 罩 和 烙 果 。 9 乘 以 任 罕 复数 4 所 得 的 积 29 等 
和 于 898。 加 果 art=9 和 型 4 下 0， 划 2=0 。 如 果 ae 一 bz, 而 2 为 8, 则 
= 。 如 果 oz 一 思 而 cr0, 其 2=y。 记 号 (一) 是 用 以 表示 各 
《一 1) -v2 的 。 凑 4 一 gy 是 由 芭 式 
2—Yy=z%+(- 
定义 的 。 不 难 验 让 , 关 于 差 , 通常 代数 学 中 的 规律 仍 适用 。 在 下 面 
” 需 元 将 筋 军 地 表示 成 "。 只 要 小 必 对 待 以 后 所 写 的 等 式 ,这 与 数 0 
_ 是 不 致 混 请 的 。 如 果 在 等 式 中 一 边 是 瑟 的 元 ,而 另 一 边 有 0, 出 
后 者 应 当 了 解 为 互 中 的 雳 光 。 
“定义 ”请示 zxvaze 寻 做 线性 下 类 的 ; 是 指 等 式 
0 和 1 十 cs 十 … 十 cnctm 一 0 、 

只 在 一 戎 复数 cx 人 % 一 1，2,…,%) 都 等 于 雾 的 情形 才 可 能 。 

关于 在 第 三 党 中 考察 过 的 % 厅 复 空间 , 线性 无 关 元 的 最 大 数 
目 是 %。 现 在 举 出 排斥 有 和 劣 色 空间 可 能 性 的 公理 ， 

公理 B 对 于 任意 还 整数 n, 宏 间 中 都 合 有 妈 个 入 性 无 关 元 。 


PT pr A 


98. 第 二 组 公理 现在 洽 关 于 数 积 概念 的 公理 。 ， 


< 


98， 第 一 租 公理 5 


| 公理 0" 对 于 如 中 角 -- 允 及 y 必 有 一 砚 的 复 与 它 
守 下 区 二 划 : 
3，(9 人 2) 二 (zw) 纺 ; ”9. 如 果 zX0, 区 四 D>0; 
10. (w+e", WD= 8 DTD", WD; 
11: (ar, =a(8, %)o 
由 上 述 规 基 查 接 可 得 下 列 箭 军 的 禧 果 : 
(0, YFY) = (8, YY wy Y"); (8, 0 1 (1) 
如 果 z= 0, 那 末 (¢, 他] 一 
AE, 0) 叫做 元 2 的 范 数 ,并 用 [zj 表示 : ， 
EA A (2) 


"除了 震 元 以 外 ,任何 元 的 汽 数 都 是 正 的 。 办 元 的 范 数 则 等 子规。 
下 面 密 公 式 都 是 显然 的 : +: - 


lawl?= (aw, om) = oi?(w, 2) = |al?iwh, 
就 是 襄 有 
. jazl =Jaisle], (3) 
而 此 外 , jy 一 zj = 上 jz 一 y|。 武 上 一 ol 时 做 元 z 及 % 轩 的 距 资 ,并 
卖 示 成 p(z, 9)。 和 如 此 则 隐 一 2 之 0, 列 等 式 成 立 的 必要 且 痪 分 的 
条 件 乃 是 2~y。 再 注意 下 而 的 显 见 公式 : 
(人 WH YY, s) =2R(e, Y), - 守 (4) | 
而 五 心 示 实数 部 分 。 如 (2, 9) =0, 那 来 依 8， (9, 他 也 =0, 而 在 


-这 情形 下 两 元 是 做 互相 正 交 的 。 依 卫 需 元 与 任意 元 都 租 正 交 。 


证 mm， zo，…,zm 是 两 两 正 交 的 元 。 作 这 些 元 的 和 的 范 数 平方 , 就 

是 谣 ; 
jet-Fos 十 十 2 反 一 ( 作 二 加 十 二 2 V1 十 和 2g 十 … 十 Wm) 

恢 10 及 \T) 展 开 数 积 :并 应 用 wi 的 两 两 正 交 性 ， 我 们 对 于 两 两 正 


一 顽 元 组 得 到 了 下 贡 的 果 法 下 扫 定理: 
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ort att on ot 5) 
现在 诅 明 两 个 不 等 式 ， 这 与 [6 中 的 布 尼 亚 科 夹 斯 基 - 柯 两 不 等 式 
相位 。 珊 $ 及 y 是 及 中 任意 两 个 元 ， 而 4 与 ?是 尾 意 两 个 复数 。 


末末- 


(ae 十 by, oz by), =r ls, 的) a 女士 
十 55(9) 2) +05 (y, NW >0. 
-上 面 变数 & 与 了 的 正 埃 尔 串 特 式 的 特别 式 必 须 是 正 的 ,就 是 
人 2) (YF) ~ (wp, Y) (y, 2)>0, 


而 焦 8， 及 范 数 的 定义 : 


| 要 一 | 0， 


由 此 得 出 有 局 可 科大 斯 -针线 半 不 委 式 : 


© 


他 lj。 《6) 
更 在 考察 和 o 十 y 的 范 数 平方 : 
je+3 人 一 CT 二 9 2+o) = el?+ ly +2Rés,.s), 


Ld td a hd 及 不 等 式 【6), 可 得 


jw 七 gj>< el?+ Jyt*+2lzi iyl, 


- 由 此 得 柯 本 不 等， 或 称 三 角形 浅 则 : 


le 十 中 jzj 寸 和 1。 (7) 


珊 o 9 = 是 豆 中 的 某 此 元。 对 于 和 {2 一 切 = 人 -3 七 G- 的 应 

用 二 角形 法 出 ,可 得 下 面 到 式 ,在 以 后 常常 要 用 到 : 。 
la—yl <le—zlt+l—yl。 《8) 

再 注意 下 面 一 个 直接 由 (7 了) 得 出 的 到 式 : 人 
le+9%P<20lzP+jyl9。 《9) 


94: 硬 限 。 完 备 性 公理 ” 介 胃 极限 报 念 
定义 ”元 2 星 做 元 席 列 办 的 极限 ， 限 , 是 指 对 于 任意 融 定 正 数 8， Sy 


- 屎 存在 一 数 下 ,全 当 泪 便当 "> 人 时 sr 一 zs[ 所 8。 i 
"为 了 表示 0 是 Dh edad 我 们 将 写成 Tn o ed 术 限 ” “..， 


要 


只 能 有 一 个 。 事 实 上 ， 届 cyz， wn=3Yyo 焦 〈《8 )， 可 以 二 成 : 

- je 一 外 和 过 jz 一 cei 十 | 一 外。 
当即 无 限 地 培 大 时 ， 右 过 趋 向 于 等 ， 而 左边 与 .% 无 关 , 所 以 jz 一 
一 训 =0, 因此 “=y。 现在 诈 骨 关于 和 与 数 积 的 速 态 性 的 定理 。 


”定理 4. cz, vo+y， 及 (w; 胃 庄 式 都 基 &， x, 及 和 的 违 向 画 数 。 


设 wz。 我 们 要 证 qzvryaz。 这 由 公式 jaz 一 oz 一 1cljz 一 
一 办 | 什 楼 可 以 得 出。 现在 通 a4 而 m2， 则 必须 丁 明 quav 


. “oz 。 对 于 种 


aT— Am = (QT ~ Unt) + 2 
应 用 三 三 角形 不 等 式 : 
. cz 一 Caznl ss je 一 anl eff iolle— el, 
.由 此 和 军 接 可 得 sz 一 ax 。 和 2 十 9 的 连 纺 性 让 接 由 公式 
: 您 十 用 — (m+) = (vt) + (YT—y) 


及 三 角形 法 则 得 出 。 最 后 证 明 数 积 的 这 入 惨 。 法 如 0, Yung， 


要 证 明 (ww) 加)->(z; 从。 能 和 wz 二 如， 及 轨 一 4 加 而 由 于 


2 及 下 元 及 如 的 范 数 趋 向 于 革 。 于 是 | 
2 人 WD — (ery gn) = (2 一 人 2 十 后 ， y+ bs) = 
= 一 (2， Vs) — (Wn YW) ~— Ch, Vs) » 


TN (6), 可 得 


| DD — C8, 9) | So ot el yt em hoho 


列 。 如 果 全 y=z%, 剧 得 ， i 
. 系 和 如果 Zune2， 胃 ol > ot, 4 
人 


定义 ”我 个 惟 元 序 烈 六 自 收 化 ， (是 指 对 于 任意 禹 宏 的 正 数 5， ， 


必 在 在 一 数 祥 ,便当 mw 及 m > 下 时 oo 一 ce 
如 果 序 列 ww 有 柱 限 2 那 玉 它 必然 是 自 收 敏 的。 事实 上 攻 
《8 y ;. 


1% 无 限 地 墙头 时 ， 右边 趋向 于 车， 由 此 可 得 关于 数 各 过 梳 伺 的 全 


Ta 


BY 
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io 一 2 过 jzw 一 虽 二 和 一 加 |。 
当 ; % 及 见 无 限 坪 大 时 , 则 右边 趋 近 于 圭 ;, 所 以 左边 也 必 如 此 ;就 是 
裔 序列 $, 自 收 化 。 送 命 是 ,部 直 自 收 敛 帮 得 z 的 极限 的 存在 , 并 
不 是 上 面 公理 的 推荐 ,而 我 们 应 当 取 这 命题 当做 新 公理 。 
公理 DD ”如果 序列 .zs 自 收 伍 ; 那 末 在 豆 中 存在 -元 2 使 
Dy 
证 公理 通常 中 做 妆 安 划 五 的 完 锣 性 鸡 理 。 应 用 祈 限 概念 ,也 可 
以 论 及 由 瑟 中 的 元 组 成 的 报 数 : | 
人 十 记 十 (91) 
的 胸 敏 性 。 如 此 一 般 数 叫做 收 敏 的 , 是 指 当 % 无 限 洛 大 时 前 % 顶 
之 竹 % 一 2 十 2 十 … 填 加 著 向 于 栋 限 : 532。 这 极限 呀 做 表 娄 之 
和 ， 由 完备 性 的 公理 及 上 面 所 窗 的 自 收 旬 性 , 直接 可 得 上 写 胡 全 
收 化 的 必要 且 充 分 的 条 件 : 对 于 性 意 预 定 的 正 数 6， 必 有 一 数 存 
在 ,使 当 m> 克 及 2>0 时 ， 
.. sr tara + oh 410) 一 
: 当 报 数 (92) 中 的 几 项 两 两 正 交 时 ， 则 在 这 情形 中 收 化 条 件 取 特 别 
简单 的 形式 。- 
”定理 2. 和 如果 般 数 (9,) 的 于 项 是 两 两 下 交 的 , 划 对 于 这 报 数 
履 角 的 必要 及 充 轨 的 条 件 乃 是 下 厅 上 下 煞 吉 点 的 括 角 下 角 : 
立 [ul2。 (11) 


Kl 


这 完 理由 下 而 事实 直接 可 以 得 出 ,部 在 所 葵 的 情 并 下 ， 信 济 达 语 拉 

宏昌 可 以 把 条 件 《10) 写成 下 面 形式 : 当 w> ,2> 0 时， 
eR OE 0 J 

一 js 二 josajs 十 … 十 aspla<es，， 

于 这 后 者 乃 是 圾 数 (11) 次 敛 的 必要 且 殉 分 的 条 件 。 不 难 对 明 , 奉 

所 性 守 的 情形 下 ,家 数 和 与 莫 项 的 次序 无 关 ， a 


Ty 


5. 正 奖 籼 。 人 ” 298 
95. 正 交 组 。 可 分 性 我 们 议 元 岸 列 


oa oa (12) 
址 记 ~ 规格 化 正 奖 和， 是 指 | 
名 天 g 时 We 0 AN 
0 (dh 0 
注意 定理 2 可 知 对 于 般 数 . 
Da . (14) | 
的 路 丝 ,必要 元 的 条 件 力 是 下 面 由 大 名 数 钥 由 的 和 数 
8 站 ja | 
收 敏 。 没 这 条 件 江 中 ,并 用 志 级 数 (14) 之 和 。 作 数 和 
(名 Cai mm)。 
">>? 时 让 数 积 依 (018) ao 所 以 当 n>oo 有 时 可 得 
= (8, Vp) o  ， {16) 


由 这 公式 决定 的 数 mo ma 2 相关 于 和 组 以 2) 的 全 交趾 洒 煞 页 


报 数 (14) 和 4 森 做 元 wv lS 显然 - 


i - 色 Ca A 2— 3 光度 (17)} ，… 
而 当 无限 培 大 时 可 得 关 性 方程 | -. 
eb= 写 lei% (18) 


由 上 陶 的 推 尖 可知, 如 果 报 数 加 果 彼 数 1 纺 收 效 , 敢 末 它 是 它 的 和 x 的 人情 w 的 傅 
辫 时 琢 数 ,而 革 性 方程 418) 成 净 。 现 在 反之 , 导 预 知 吾 中 某 一 元 ， 


4。 作 它 的 傅立叶 系数 Q6) ,并 写 出 公式 狼 7)。 由 此 可 得 员 色 新 


不 等 式 : 
p> 9) 


300 。 弟 四 家 者 竺 先 间 二 


a 


”左边 的 投 数 必然 是 妆 教 的， 就 是 如 任意 元 z 5 的 傅立叶 可 数 必然 最 
收 敏 的 。 如 里 在 玖 式 (19) 中 等 式 成 立 , 旭 估 《17) , 这 意味 着 元 z 


的 傅立叶 珊 数 的 和 等 于 这 元 。 如 果 (19) 对 于 瑟 中 任意 元 z 痢 ，… 


是 等 式 , 划 粗 (12) 叶 做 天 的 。 粗 (12) 晤 做 完全 的 ,是 指 除 雳 元 之 、 
外 在 五 中 沪 有 一 个 元 能 与 一 切 wm 正 菊 。 与 在 [59] 中 完全 一 样 ， 
”可 以 证 明湖 性 与 完全 性 是 等 效 的 。 如 果 租 (12) 是 于 的 , 闭 来 凡 囊 
.让 的 元 可 以 唯一 地 玫 成 收 仇 毅 数 (14) 的 形式 ,就 是 才 示 成 它 的 情 
立时 毅 数 。 虎 ce 是 元 “的 傅立叶 有 系数, 而 如 是 元 的 。 如 果 骨 
(12) 是 也 的 , 郑 末 , 与 在 [59] 中 一 样 ,应 用 陪 性 为 程 (18) 于 元 
及 y 上 ， 可 得 广义 阴性 方程 : 


” 人力 = 翌 ozv。 (181) 


青 注意 ， 如 果 。 % 是 任 膏 复数 ,而 ow 是 元 的 傅立叶 系数 ,; 郑 来 下 面 * 
公式 成 立 (会 腿 559]): 


|e- am] to- 入 lt 六 wa 


与 .(17) 比较 ,可 以 羞 出 , 所 得 公式 的 左边 当 Cr 是 元 和 的 傅立叶 采 
数 时 取得 最 小 值 。 
注意， 如果 取 高 数 空 骨 靖 做 空 妆 互 的 具体 表 训 ， EE 五 中 
. 的 收 敏 将 与 Za 中 的 依 中 值 收 钱 相 应 , 后 省 全 在 [57] 中 论 过 。 情 . 
. 立 叶 般 数 的 收 货 如 此 就 化 成 [591 中 的 于 性 方程 
现在 回忆 一 下 在 % 灯 复 空 茵 的 情形 中 已 全 使 用 过 的 正 交 化 程 
冶 [ 见 TI; 34]。 设 有 由 互 中 芒 元 粗 成 的 无 穷 序 列 ， 并且 鞭 中 各 
元 都 民 于 需 元 : 
‘yA Mp 和 (20) 
一 作 规 格 化 的 元 x 一 :ar]。' 各 是 (20) 中 在 怀 以 后 凡 乐 能 吉成 
.qzm1 形式 的 第 一 个 元 。 作 元 y= 一 《mm)%4， 这 自然 不 是 堵 元 , ， 


~ 


95， 正 奖 粗 。 可 邦 性 


EN 


.更 在 把 尼 竟 格 化 , 就 是 作 =ga:lssl。 改 = 是 (20) 中 在 4 以 后， 


* 


凡 不 能 表示 让 4 十 4203 形 我 的 第 一 个 元 。 作 元 

Ys = — (gt 1) wr 一 (ce， ay024 ， 
则 这 元 自然 不 是 零 元 ， 于 是 把 它 规格 化 , 作 元 一 ptiyst。, 如 此 
峻 杆 下 去 ,可 得 -规格 化 正 交 如 (12) , 而 这 纽 具 有 下 烈性 质 : 印 凡 


元 全 是 (20) 中 庄 元 的 有 和 劣 一 次 租 合 ,而 友之 ,元 可 以 用 前 个， 


z, 小 示 出 来。 器 元 % 可 能 有 线性 相关 的 。 但 两 两 正 变 并 异 于 恬 元 
的 路 zx, 是 级 性 无 关 的 。 事 实 上 ,就 等 式 - 

十 cata 十 -二 CnCn 一 个 
成 立 。 抱 双方 用 wv. 缚 ,并 注意 路 ws 的 两 两 正 交 性 ,可 得 ojeej?= 
一 0， 因此 ce 一 0 俱 一 1 2,…,m)， 由 此 可 知 其 和 性 无 关 性 。 

于 是 发 生 了 下 面 则 题 ; 在 五 中 是 否 存在 由 苘 数 多 个 元 答 成 的 
规格 化 正 交 天 粗 ?在 前 而 襄公 理 的 基础 上 解决 这 则 题 是 不 可 能 的 。 
我 们 将 指出 所 提 王 题 及 空间 五 的 某 些 用 性 阅 约 关 条 。 听 们 诉 , 及 
中 一 些 天 所 起 成 的 集会 下 是 在 妃 中 到 处 稠密 的 , 是 指 对 于 任意 
项 定 的 正 数 s 及 瑟 中 中 的 任意 元 cy 2 必 存 在 时 中 的 一 元 2 满足 
iz—ul< es 容 疗 吾 电 做 可 你 究 归 ， 是 指 有 一 可 数 的 元 集合 天 在 
豆 中 到 处 种 密 。 长 i 

有 ‘921, 

是 这 一 集合 。 如 果 把 族 元 we 正 交 化 ， 则 得 由 可 数 多 元 组 各 的 一 个 
夫 格 化 正 灾 关 苯 CI]。 反之 ;如果 这 样 一 棚 (12) 存在 , 则 以 随意 的 
有 涅 复数 系数 tx 作 有 维和 cai 中 caza 中 ， am ee 
所 的 关 术 他 正光 团 相 间 世 区 -性 贡 站 好 Sr 守 阅 
Ls 及 民 都 是 可 分 的 。 蒜 个 的 五 空间 哈 可 以 不 用 可 分 性 来 研究 ， 


但 我 们 展 表 这 一 性 质 以 简化 某 些 证 明 。 只 是 在 下 面 研 讲 中 不 多 的 . 
地 方才 会 用 到 它 。 : 


下 、 : 只 
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公理 五 、 宏 湖 五 是 可 分 的 、 

再 证 明 , 如 果 总 是 可 分 的 , 划 凡 规格 化 正 交 组 必 只 包含 有 劣 
， 才 或 可 数 无 般 多 元 。 如 2 及 y 是 两 下 卫 相 正 交 的 规 冤 化 元 ， 就 是 
就 (2; 办 =0, 而 [2 = jy] =1。 显 然 (c 一 ge 一 及 一 Hzl? 十 1 和 一 
=2, 序 jz 一 外 一 2， 吉 是 新 瑚 个 相互 正 奖 的 起 格 北 元 疝 的 距 
离 等 于 \/ 2。 现在 机 有 亲信 合 8{0}, 其 中 的 雹 两 两 正 交 , 寺 且 
， 是 规格 化 的 。 取 定 一 个 少 于 吉 V 豆 3 的 正 数 s。 对 于 如 中 的 任意 
元 " 必 存 在 一 局 于 在 互 中 到 处 筒 密 的 集合 (21) 的 元 必 ， 满 足 
tt 一 ys。 努 一 方面 当 固定 时 ，, 在 利 合 & 中 只 存在 一 个 元 能 


满足 不 等 式 jw 一 叫 志 6, - 面 为 如 果 有 两 个 元 % 及 如 都 满足 这 不 ， 
等 式 , 那 末 依 三 角形 法 旭 可 得 jv1 一 0 上 <2e<M3, 而 弃 然 21 及， 
必 是 互相 正 交 的 规格 化 元 , 这 是 不 可 能 的 。 由 上 而 的 推理 直接 可 


知 光 第 合 8{0) 或 者 是 有 败 的 ,或 者 是 可 数 的 。 
96- 子 空 间 。 投影 “分 焰 某 些 与 五 中 元 集合 的 考察 相 磋 条 


著 的 新 岂 念 。 如 果 zo 是 五 中 革 一 元 , 莉 末 这 元 的 。 令 域 是 指 凡 . 


满足 条 件 jz 一 zj <s 的 元 2 所 级 成 的 集合 。 裔 或 是 互 中 某 一 欧 


集合 。 元 & 吗 做 这 集合 志 的 极限 元 , 是 指 在 元 的 任意 s 令 惠 中 ，. 


必 有 中 的 无 穷 多 元 存在 。 集 合 了 时 做 闭 的 ,是 指 攻 包括 它 的 一 


切 极 限 元 。 如 果 和 集合 8 不 是 阅 的 , 肛 把 它 的 一 切 李 限 元 深 加 到 它 
里 面 ,可 得 一 阅 集 合 ,我 们 用 天 示 这 局 一 集合 。 这 点 由 应 用 ( 8) ， 


不 难 放 明 。 添 加 弛 的 要 上限 元 于 4 中 的 程序 对 做 取 征 合 的 阴 包 。 


集合 荆 叫做 线性 入 , 是 指 它 满足 下 面 的 条 件 :如 果 元 oly 22，… ,mn 


局 村 二 有 它们 的 任意 线性 粗 合 式 oo 十 cazs 十 … 十 cnzn 也 属于 
工 。 以 前 合 举 过 西数 空 闻 五 中 的 粮 性 灸 的 例 。 再 举 一 个 对 于 以 
县 很 重要 的 概念 。 凡 闭 的 线性 鳞 叫 做 子 空间 。 线 性 答 并 不 -一定 是 
中 的 。 例如 在 6] 中 考 处 过 的 那些 粮 性 铸 都 不 是 表 的 。 我 们 会 
. 证 钠 过 > 它们 都 是 在 工 中 到 处 稳 密 的 , 办 此 , 如 果 取 它们 的 时 包 


一 


~ 0. 子 细 。 我 影 g08 


一 一 一 


期 得 出 整个 空 沿 二 。 在 有 和 劣 闪 空间 妃 中 的 线 竹 疙 都 是 间 的 。 在 
通常 的 三 维 实 矢量 空间 中 ,下面 都 是 子 空间 的 例 : 整个 空间 , 通过 
:原点 的 平面 ,及 通过 原点 的 将 线 。 如 果 甸 是 互 中 的 性 党 苑 , 屠 末 
. 庄 元 ww 所 组成 的 集合 (ai 是 随意 复数 ) 是 一 子 窑 疗 。 如 时 各 及 


2 是 吾 中 任意 两 个 艇 性 无 关 元 ， 那 末 几 元 44sts 的 策 合 (aei ， 


及 as 是 任 污 复 数 ) 是 子 宏 交 。 几 这 些 例 都 是 有 穷 儿 的 子 空 巾 。 忆 
有 无 穷 克 的 子 空 出 。 如 此 的 子 空间 的 一 个 例 乃 总 双 实 间 吾 。 形 
式 上 , 由 雾 元 自己 所 成 的 集合 也 满足 子 空 出 的 定义 。 这 一 子 空间 


叫做 填空 间 。 各 果 工 是 非 并 的 线性 乱 , 那 末 取 它 的 刚 包 可 得 ~ 


了 空间 工 。 这 命题 的 证 明 并 无 困难 。 


几 忆 于 任 淮 一 个 介 定 的 子 空间 革 的 元 所 成 的 集合 满足 上 冬 贞 ! 


一 切 公 理 ,但 可 能 泵 请 足下 理 8, 因为 子 空间 也 可 以 是 有 和 穷 厅 的 。 
如 此 , 风 无 穷 雁 的 子 空 沿 天 可 以 砍 作 是 独立 的 复 希 莹 粕 特 宗 间 。 
上 夯 所 就 关于 可 分 性 公理 以 外 的 -一 切 公理 都 紧 完 全 感 然 的 。 守 于 
区 一 公理 ,必须 让 明 下 面 的 命题 :如 果 瑟 是 可 分 的 ,其 其 任何 子 空 


交工 都 自 成 一 可 分 的 希 勒 柏 特 空 闻 。 这 命题 之 赴 明 并 无 困难 ， 我 


' 们 略 过 。 


机 子 空 肝 三 及 型 称 做 互相 正 交 的 ,是 指 工 中 任意 元 与 政 中 
杜 意 元 都 旬 正 交 。 此 时 我 们 写 做 三 上 下 。 元 2 对 做 与 子 空 关 忆 还 - 


变 , 是 指 z 与 二 中 的 任意 元 正 交 ,我 代 写 做 >【 研 。 现 在 证 明 一 定 
理 , 对 于 以 后 有 基本 的 意义 。 
定理 3， 如果 工 旺 子 空 卫 , 导 未 卫 中 任意 元 人 可 以 表示 成 下 
而 形式 : : 
多 一 几 十 zy (22) 
夯 9EZ 对 二 。 名 2) 中 的 表示 是 唯一 的 。. 
和 如果 zE 工 , 那 未 可 写 做 z=z 十 0， 从 面 得 (22) 这 种 卖 示 式 。 
-现在 设 ?不 器 于 工 。 设 是 正 数 Ix 一 Vy? 所 成 集合 的 下 确 界 ;其 


全 


at ,| 第 四 带 ， 注 包 柏 特 汪 风 区 


中 通才 子 空 间 工 中 的 元 : 


a= int, jz 一 yl*。 | {28) 
如 此 必 存 在 锯 于 工 的 一 序列 元 yn, 满足 
本 《2 一 一 如 ,2 一 2 一 2 一 2 有 2 一 CE。 (24) 


陂 粹 是 工 中 任 窜 过 。 瞩 然 工 是 子 空间 , 对 于 任官 的 实数 6 元 
ant 都 属于 工 (8 是 复数 也 可 以 ), 而 注意 (23), 可 以 写 出 
(4 一 gn 一 ew, 2 一 加 一 eu) >>&。 展 开 上 而 的 数 积 , 可 得 不 等 式 - 
(Ge 由宇 一 2 一 ge et (ds—d)>0, 
左边 三 项 式 对 于 任意 实效 4 都 是 磊 负 的 ， 因此 可 得 ; 
| 已 Ge »—y) | VB ~d jul。 (25) 
， 现在 加 强 这 不 等 式 。 发 p 是 复数 w, xy,) 的 辐 角 ; 就 是 识 
Cs) = ||, 2 一 os 在 不 等 式 (2 下 中 把 元 “多 成 元 werw， 
这 后 一 元 也 属于 天 。 注 意 eol = 上], 而 
(wet, 9 一 负 一 信人 (ui 2 一 oe i 
于 是 由 不 等 式 (2 可 得 更 精密 的 不 等 式 2 
Wt) | EVE -a Er (26) 
现在 提醒 一 下 , 在 这 不 等 式 中 是 吾 中 的 已 知 元 , ;是 工 遇 的. 
元 岸 列 ,并 满足 条 件 (2 , w 是 工 中 的 任意 元 。 更 在 估计 一 下 数 
积 (w, 一 ym) 的 站 对 秆 。 把 差 一 J 宪 示 成 下 面 形 式 : 加 一 加 = 
”= 一 0) 十 (一 ym) ,并 使 用 不 等 式 (26) ,可 得 
| [gogo {< | > 一 的- 一 gj 
Vm- tv -ad) ll, 


”在 这 不 等 式 中 全 4 一 y, 一 gr， 并 把 识 边 用 Hy 一 yl 除 ， 得 不 等 式 


和 名 一 Ym) 二 \/ 古 ~ + Van—d, a 
| 区 注意 如 果 le, — | 一 日， 加 上 不 等 式 更 是 显然 的 。 当 无 限 地 埃 
”类 n 及 从 时 ， 依 (3 拆 , 右边 趋向 于 辟 ， 因 而 元 序列 名 是 自 收 艇 - 


CC 


的 。 恢 完备 性 公理 必 存 在 一 元 y, 满足 yy T 而 弃 然 荆 是 子 空 
间 , 那 未 yeE 工 。 另 一 方面 , 在 不 等 式 (26) 中 取 枉 限 , 姑 对 于 几 局 
于 工 中 的 元 习 可 得 (ze.z 一 幼 一 0， 就 是 说 匡 $ 一 y 与 荆 正 挛 。 和 如 
拒 效 送 表 成 >， 出 得 公式 (22) , 而 yEI, > 工 。 剩 下 的 只 是 责 明 
所 得 表示 式 (22) 的 唯一 性 了 。 眉 有 琴 表 示 式 
十 入 
而 y 及 WEL， = 及 为 上 卫 。 显 扒 9 一 名 一 和 4 一 z。 狼 等 式 的 湛 边 表 
示 一 属于 工 的 元 , 而 将 边 是 与 二 正 奖 的 元 。 由 此 可 知 (% 一 办， - 
Yy 一 纺 ) 一 0, 就 是 说 愧 一 外 | 一 0, 因此 4 一 如, 所 以 有 =2。 
人 
(22) 中 那个 议 于 工 的 元 Y 时 做 元 4 在 子 空间 工 中 的 投 
es 
- 示 成 到。 傅 上 面 散 明 的 定理 , 几 属 于 研 的 元 c 可 以 唯一 地 事 示 成 
两 元 之 和 的 形式 , 面 这 和 中 一 元 属于 荆 , 另 一 元 属于 到。 用 与 到 
正 交 的 元 组 成 的 集合 正 是 子 空 间 工 。 在 这 种 关系 中 , 子 空 峙 开 与 
于 的 关系 是 相互 的 ,而 如 此 两 个 子 空间 叶 傣 根 村 的 子 窑 间 , 在 三 
维 实 空间 中 , 例如 平面 了 及 地 ,2 就 是 相 相 的 子 空 间 。 现在 转 
Wi 互 中 交 泛 西 。 
. 泛 丁 -让 本 条 念 的 介 吉 与 在 沁 症 南 数 符 间 中 完全 一 样 
FL5]。 二 互 中 的 活 画 ,是 指 一 确定 的 规律 ,使 对 于 五 中 任 -一 元 
都 与 一 确定 的 复数 相应 。 关 于 活 面 , 介 直 下 面 的 记号 :1O 或 
、 册 ( 国 ， 等 等 。 活 面 Ke) 时 做 分 配 的 ,是 捐 对 于 任意 的 有 劣 太 性 租 、 
会 61 十 Cet; 十 … 十 Onzm， 它 都 能 满足 等 式 . a 
Taea 十 cams 二 十 engo) 一 
= (0) 十 cz (os) + end (gn) “27 
活 画 Ha) 时 做 准星 的 , 洒 指 存在 一 正 数 台 ， 对 于 五 中 任意 元 “都 
请 足 不 等 ee a , 
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ee ey 


， es。 (28) 
绪 办 本 又 有 办 的 活 卫 中 做 线性 涝 而。 还 可 以 介 招 束 视 泛 本 的 
概念 , 航 是 祝 , 活 侠 1() 电 做 束 种 的 ,是 指 当 w=32 时 [zs) [0) 。 
， 对 于 线性 泛 画 , 依 (27) 及 (28) 可 得 11) 一 [zw) | <Njw 一 vs), 由 
.， 此 可 以 油 出 , 几 缕 慰 活 画 都 是 过 奈 的 。 训 以 证 明 , 在 假 攻 有 分 配 性 
之 后 , 泛 画 的 省 界 隆 与 其 速 杆 性 是 同 效 的 。 现 在 举 几 个 五 中 线性 
， 泛 画 的 网 。 响 Y 是 五 中 一 固定 元 。 改 。 、 
Fo 一 人。 《29) 
Koz) 的 分 配 性 可 由 数 积 对 于 “ 的 分 本性 直接 得 出 ,而 其 有 异性 让 
不 等 式 (6) 得 出 : ， 
dd =|(¢, DI < ly ” (39) 
而 上 zy| 起 着 数 X 的 作用 。 注 党 在 公式 (30) 中 当 z= 时 等 式 成 
” 立 ,就 是 跑 在 这 公式 中 因子 |v| 不 能 换 成 较 小 的 数 。 公 式 (29) 事 - 
实 上 粹 出 了 五 中 的 一 切 可 能 的 线性 泛 画 ,就 是 骆 ， 下 面 重要 定理 
成 苹 : 了 
定理 4. 凡 线 性 长 轴 ! 可 以 哈 一 地 泰 未 29 的 形式 ,其 
中 多 是 互 中 某 一 国定 元 。 
由 栈 性 泛 醉 的 分 配 性 , 1(9) 一 0, 其 中 9 志 示 互 中 的 圭 元 。 数 
二 是 凡 浪 足 ie) 一 0 的 元 2 所 粗 成 的 集合 。 依 1(w) 的 分 配 性 及 过 
古 性 ， 志 是 子 空 间 。 可 能 态 是 整个 空 是 豆 , 就 是 说 对 于 凡 元 x， 
Fe) =0 。 如 此 的 泛 醒 显然 可 以 表示 成 Fo) = (e, 9) 的 形式 。 现 
在 壮 察 一 般 情形 ,分 子 实则 工 是 且 的 左 部 分 。 阴 :是 互 中 某 一 
因 定 元 ,并且 不 局 于 工 。 依 定理 3 可 以 把 它 表 示 成 zt 十 4 的 有形 
式 , 其 中 4E 工 , 2 上 LL, 而 29 。 角 然 2 不 局 了 于 工 , 可 知 19) 了 和。 


设 * 是 鼠 中 任意 元 。 作 元 w= > 一 让 人 并 考察 1(w); 


可 


0 一 0 


-他 了 


如 此 可 以 看 出 ， 元 2 一 ol 9 而 在 上 而 全 看 到 
4 了。 于 是 可 得 


(oe ,0)=0, 
展开 数 积 可 得 

《2， 0) -7 2=0, 
由 此 可 知 7%) 可 以 表示 成 数 积 ， 

tn) ~(e, HR 0) = (e », mT 2 

”刻下 只 须 证 明 1o) 稼 示 成 数 积 的 唯一 性 就 链 了 。 六 Ha) =(z, 幼 = 
二 (zw, yi)。 由 此 对 于 五 中 的 任意 元 > 可 知 (%,y 一 幼 ) =0 。 坑 
4 一 4 一 六 ， 旭 1 一 同 一 0, 就 是 说 y 一 4; 于 是 定理 完 对 证 明了 。 
”由 周斌 明 了 的 定理 可 知 ， 对 于 贾 数 空 车 LL, 线性 活 画 的 一 般 
. 彩 式 为 是 


DL] | 1 P) TPO UN, 
而 g(P) 是 荆 的 固定 元 。 对 于 空间 二 , 简 性 泛 画 的 一 般 形式 乃 是 
+ 2 十 aY2 二 W993 十 
而 yy Yo Yo)…) 力 是 如 中 的 固定 元 。 
”有 时 上 而 定义 的 省 画 呀 做 第 一 种 线性 证 熙 。 而 所 病 第 二 种 嫉 


性 泛 好 是 指 有 3 界 泛 泵 ， 但 不 满足 (27) 而 满 《27) 而 满足 *。 、 
了 (ao 十 Coca 十 … 十 ongo) 一 、 
a oh (1) 二 él (wa) 下 A 十 ni (mm) 3 | (271) 


就 是 讼 ,常数 因子 由 泛 画 号 下 提出 时 须 换 成 共 下 复数 。 第 二 种 接 
福 泛 画 的 一 个 例 就 是 数 积 ,但 变 元 2 占 第 一 位置; 固定 元 乡 占 第 一 
位 证 : . ， . 

= Ue) 一 (yy £)o ge (291) 
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如果 hw 是 第 二 种 黎 性 泛 医 ， 则 Km = 下 可 是 第 一 种 线性 江面。 
由 此 及 定理 4 直 灸 可 知 , 公式 (299) 正 是 第 一 种 和 性 渤 丽 的 一 般 形 
式 ， 

关于 并 非 对 一 名 好 人 当 I 
是 加 性 徐 , 在 豆 中 到 处 稠密 , 而 1(z) 是 对 凡 属 于 工 的 元 w 定义 
的 分 配 泛 功 。 此 外, 仍 泛 画 iz) 在 工 上 有 界 , 就 是 [io 1 声 
<Wlsl, 如 果 =G 工 。 取 某 一 不 属于 工 的 元 乡 。 斌 然 线 性 狂 上 在 
互 中 到 处 稠密 , 必 有 一 属于 的 元 序列 cx, 漠 足 wo-y， 所 以 当 ， 
y, 和 足够 大 时 , 范 数 jz, 一 zai 威 为 任意 小 。 依 泛 茵 1(z) 在 工 上 
的 分 尖 竹 及 有 男性 ，}i(w,) 一 Hew) | 二 郊 jo 一 zj , 由 此 可 知 复数 
序列 Hey 必 有 极限 什 。 我 位 用 4 表示。 如 果 取 工 中 另 一 个 趋向 
”于 y 的 元 序列 %, 则 如 上 证 可 以 证 明 , Fi) 也 有 极限 值 。 我 们 用 
8 未 示 它 ,并 彝 明 有 一 ax。 为 达到 这 目的 ,应 沁 意 元 序列 四， ma， 
双 ,… 也 趋向 于 y, 而 人 上 三 所 证 的 ,复数 序列 Ym) ， Hz) ，1oo)， 
Bo8) ,… 必 有 极限 值 。 由 此 次 接 可 知 序 烈 Ke) 及 序列 1 有 辐 
一 极限 值 , 部 6=a。 如 此 , 只 要 是 元 序列 w 属于 工 并 有 wey， 
硬 9 是 不 局 于 上 的 一 个 确定 元 ,复数 序列 1(w,) 必然 有 一 确定 的 枉 
限 , 而 洲 极 限 值 与 从 工 中 选取 的 元 序列 v 无 关 。 所 必需 的 仅 是 
wy 亩 已 。 如 此 很 自然 地 可 以 将 泛 画 Ho) 的 定义 扩展 到 整个 鼠 
上 ,就 是 全 1(y) 一 Hm1(w) 就 够 了 。 不 难 谜 明 ,如 此 扩展 的 泛 西 在 


萎 全 厂 上 都 是 分 本 的 而且 Ko) | < 人 z Ef。. 各 比 , 如果 在 工 上 类 


出 一 个 分 配 而 有 界 的 泛 醒 :而 必 在 开 中 到 处 向 密 , 卷 未 达 泛 西 的 
定义 可 以 叭 一 地 扩展 到 整个 玉 . 上 去 ， 而 所 得 定义 于 小 个 如 上 的 “ 
泛 画 疙 是 纺 性 泛 画 。 

”98， 塘 性 运算 子 运算 子 的 定义 与 渤 本 的 定义 [9 中 相似。 我 
个 所 褒 的 只 是 定义 于 整个 空间 如 上 的 运算 子 。 所 彰 在 好 中 的 运 
算 子 ,是 指 凡 对 瑟 中 的 每 个 元 使 五 中 有 一 个 确定 元 与 它 相 应 的 
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确定 规律 。 对 于 运算 子 引用 记号 Az, Be,.…。 运 自 子 的 分 配 性 内 、 
公式 

A(owm tect "tonin) 一 Cl 十 人 403 十 十 CodWm (B31) 
定义 , 衣 其 有 界 性 由 肥 式 ” 

. AvI< Nsl (39) 
定义 ,其 中 访 是 某 一 正 数 。 分 配 且 有 界 的 运算 子 叫做 线性 运算 子 。 
与 在 泛 男 的 情形 一 桩 ,如 此 的 运算 子 一 定 是 这 纺 的 , 就 是 柄 如 果 
ww, 期 Awwm>Az。 对 于 分 配 的 运算 子 ,其 有 异性 与 其 束 积 性 基 
辣 效 的。 我 们 在 距 不 加 证 明 。 有 时 上 面 定义 的 运算 子叶 做 线性 有 
办 运算 子 。 在 本 章 中 我 们 只 考虑 有 界 运 算 子 ， 因此 上 而 定义 的 运 ， 
算 子 将 筋 称 做 线性 运算 子 , 或 甚至 简称 做 运算 子 。 

如 果 取 某 一 正 数 丰 , 不 等 式 (32) 对 于 任意 元 4 者 成立 , 那 来 
对 于 较 六 大 的 数 它 更 成 立 了 。 几 售 不 等 式 (82) 对 于 任何 4 满足 
的 正 数 W 租 成 一 集合 ,这 集合 的 下 确 界 听 做 运算 子 4 的 范 数 。 瑟 
们 用 记号 na 求 示 它 。 不 难看 出 ,如 果 合 请 =n4, 则 不 颖 式 (32) 依 
然 成 立 ,就 是 衣 


LAol <mlel, (88) 
如 果 下 二 ni， 不 等 式 (32) 对 于 某 一 元 = 必 不 能 成 立 。 如 果 9 求 
堆 元 , 姑 估 分配 狂 ,对 于 任 澡 运 算 子 必然 有 49 一 9。 如 果 z*0, 划 
把 (83) 两 边 用 ls| 除 ,并 应 用 运算 子 的 分 埠 性 ,可 以 把 不 等 式 (83) 
贮 克 下列 形 式 : 


总 | 

本 (88,) 

而 元 从 的 范 数 显然 等 于 1 。 反之 , 由 (83:) 可 得 (33) ,只 须 把 
(881) 两 边 用 je] 乘 就 馆 了 。 由 不 笑 式 (331) 可 知 运算 子 4 的 范 ， 


数 ns 可 依 下 面 方式 定义 ? %4 用 是 对 于 凡 满 足 |ej = 的 2z 值 |Az} 
的 玉 确 界 : 
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1 =sup 1 442。 (34) 

我 们 指出 运算 子 的 用 个 简直 例子 。 如 果 对 于 任 营 元 2， dr =- 
=2; 判 本 这 返 筑 子 很 自然 地 时 侨 不 次 腕 称 的 运算 邓 。 江 范 数 等 
EB 如 果 对 玫 尾 意 元 %, 42 一 0, 识 是 褒 运 算 子 4 全 一 切 元 都 
等 于 秀 , 妈 这 和 运 备 子 时 做 过 到 筑 子 。 它 的 范 数 等 于 震 、 起 乒 是 某 
一 子 空间 ,而 dz=g, 其 中 9 是 4 在 子 发 悦 工 中 的 投影 。 不 难 莽 
明 ,和 如果 工 不 是 仅 由 雾 元 秀成 的 ,型 上 面 的 4 是 :一 艇 性 泛 委 子 ,其 
汽 数 是 1。 | . 

如 果 4 及 B 是 两 个 运算 字 , 对 于 任意 元 4 莉 满 是 44= Be, 琐 
未 我 个 说 和 4 与 2 相等 ,并 写 息 4=。 如 果 某 一 线性 儿 工 在 互 中 
到 处 稠密 ,而 有 一 分 配 有 界 运算 子 4 定义 于 工 上 , 那 末 ,与 碎 江 机 
的 屡 形 一 梯 , 这 运算 子 可 以 唯一 地 扩展 到 整个 如 上 , 霸 开 仍 保 竺 
其 分 配 性 及 有 各 性 ,而 在 这 扩展 中 其 原来 在 中 的 泡 数 关 不 境 
Rs 

如 果 4 及 户 是 两 个 运算 子 ,而 4 及 3 是 两 个 复数 ,于 未 a4 十 
十 688 是 一 线性 运算 子 , 关 有 等 式 

(uA4+6oB r=adrt+bdBr, : (35) 
如 果 注 意 到 

fadz+ BbBel < laisl Az|+161: Boss (el 二 13) ， 

出 可 以 看 出 , 运算 子 a4+28B 的 范 数 过 jcjm 二 12lop 。 如 焉 , 运 
算 子 可 以 用 复数 乘 , 大 可 以 相 加 。 芝 由 运算 大 遵守 在 常 的 代数 规 
律 。 邯 后 使 用 运算 子 4 及 B 的 炎 果 仍 是 一 线性 运算 子 ， 我 亲 用 
记号 B4 焉 示 ， 依 另 一 次 序 而 使 用 这 两 运 竹子 得 由 另 一 长 性 运算 
子 4B 来 , 后 者 -一般 说 来 与 B4 不 同 。 我 们 管 运 筑 子 4 及 48 
对 颌 运算 子 4 与 .B 之 积 。 这 定义 可 以 均 楼 推广 到 任意 有 委 多 个 
因子 的 情形 上 去 。 一 般 狐 来 运算 子 的 积 陆 著 因子 汞 序 的 题 例 而 改 
变 , 如 果 4B= 了 34; 则 我 们 司 这 两 运算 子 是 交换 的 。 因 为 
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上 Bao 入 ml Asl <nanalsl, 
所 以 积 4B 及 BA 的 范 数 六 nam4。 还 要 主意 ， 如 果 4 是 偶数 ， 责 
4 是 运算 子 , 懂 未 0o4 的 范 数 怡 好 等 于 |a|ma 。 显 然 运 筑 子 的 潍 积 
坦 字 娃 合 律 ,部 


(BA) = (OB)A, 
及 分 配 律 : 
(A4+BIOC= AC+BO, O(4-+B)=04+0B, 
现在 介绍 志恒 送 代 子 的 概念 。 4 是 某 二 线性 运算 子 ; 考 
” 数 积 (4z, 9)。 对 于 生意 固定 元 这 数 积 是 2 的 泛 酚 。 其 分 中 0 
是 数 积 的 分 配 性 的 业 果 ,而 其 有 界 性 由 下 列 公 式 而 显然 
[de 的] <nalyl let, 
但 依 定 理 4, 凡 如 此 的 泛 讽 可 以 唯一 地 者 现成 数 积 的 形式 。 如 此 ， 
对 于 任意 图 定 元 y, 几 存 在 一 确定 元 久 ， 便 
(do 从 = 一 (zy 9*) (80) 
对 于 五 中 任意 元 4% 都 成 闲 。 如 中 ,上 乱 的 公式 定 出 一 个 确定 的 规 
律 床 ,使 几 一 元 与 一 确定 的 元 相应 。 拒 这 规律 写成 9 一 4'y 
的 形式 ,而 少 是 其 一 泛 和 个 子 的 妈 号 。 基 分配 性 可 以 由 数 积 的 分 本 
性 直接 得 出 ,分 (42, 9 及 .(%, op) 痢 是 依 第 二 变 元 分 配 的 。 以 后 
将 证 明 运 算 子 4* 也是 有 有 界 的 。 这 运算 子 4* 蚜 做 与 4 着 
。 强 在 可 以 把 公式 (36) 写成 下 列 形 式 : 
CD AW 
由 上 耐久 和 筑 子 的 完 义 左近 可 得 下 面 关于 汉 算 的 和 及 积 的 共 
” 蓝 运 算 子 的 公式 : . 
《CD) 一 Cd {AB)*=A*+B'; 
(4 好 BA'; .(4*)*=A, 
,例如 我 们 来 证 明 上 与 的 第 三 双 式 。 应 用 定义 (87) 两 次 可 得 
“(4Bs%, y) 一 Bo， A'y)= (5, BAY), 


(38) 
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由 此 可 得 (4B) = B*4*。 再 永明 公式 (38) 中 的 最 后 一 个 ， 记 用 
定义 (37) 及 [931 的 性 质 8， 可 得 
由 此 可 知 (4*)" 一 4 。 最 后 应 明 运 筑 子 4 是 有 界 的 。 印 我 何 奸 
明 : 
定理 5， 共 加 送 算 子 的 范 数 壬 于 原来 适 复 子 的 光 数 ; 即 me 
一 名， . 
在 公式 (37) 中 全 x 一 4"y, 并 应 用 不 等 式 (6) 及 (83) ,可 得 
lAyl= (dd, DISACAD LL yn dy wl, 
由 此 可 得 上 4yi najy| 因此 msma 。 降 然 (4 如) 一 4 完 杂 同 
祥 地 可 以 证 明 ny <<nas, 由 此 可 知 mas 一 mi。 
过 算 子 4 了 对 做 壬 束 顽 的 ,是 指 4*= 4。 和 如 此 , 自 共 辊 运算 子 
的 特征 万 是 它 满足 等 式 
. (dv, =(r, Ay)。 . (89) 
如 时 在 这 等 式 中 仓 Wz, 并 注意 [93] 的 性 质 8， 卷 来 可 天 在 自 共 
塌 运 舍 子 的 情形 下 ，《49, w) 对 于 任意 元 2 部 是 实数 。 滥 命题 也 
是 正确 的。 . 
定理 6.、A4 是 自 共 诡 的 必 双 世 充分 的 条 件 乃 是 (4x, 0) 对 于 
任意 元 2 都 是 实数 。 
必要 一 节 开 而 已 售 区 过 了 。 现 在 东 《4z, w) 对 于 任意 选择 的 
Y 神 是 实数 ,并 证 明 4 有 是 自 :此 悟 运 算 子 。 佐 条件， 
(Cd 十 用 ，2 十 如一 人 二， ACL+Y)); 

而 (Alw+iy), stiy)= r+iy, A(s+ig) yo 
展开 数 积 , 关 注意 (de 2) 一 (z; 42), (Ay, 切 = (y，Ay), 可 得 : 
{Ay, £) + Ar, YW)= yy, Av) + (%, Ay), 

(dy ®t) ~ Ar, =(y, A) ~— {ss 40)。 
授 项 相 减 ;可 得 公式 《39) , 由 此 可 得 4 是 月 共 辆 运算 子 。 
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注意 公式 (38) ,可 以 看 出 , 坟 实 系数 &; 所 作 自 洪 旺 运算 子 的 任 
总 一 次 绢 合式 4 人 1 十 64 二 … 十 Am 仍 是 自 共 二 的 运算 子 , 而 自 
并 四 经 委 于 的 如 4 类 白 并 运算 也 的 几 要 且 光 轨 的 条 件 及 县 4 
.与 Bi ! 这 实 抱 ，、 

委 4 是 任 尺 钱 狂 返 算 子 。 作 下 面 两 个 运算 子 : 


Li 一 (4+4"); 4s= 直 (4 一 4)。 (40) 


I 总 公式 (58) ; 训 以 洛 出 ， a 及 4。 都 是 自 其 帆 运算 子 。 如 此 任 
党 运算 子 4 可 以 如 下 地 用 自 共 顽 运算 子 素 示 出 来 : 4=A1Ti4:。 
0 
9， 双 线性 泛 画 及 二 次 泛 画 ”现在 将 提出 借 一 种 特殊 泛 南 来 . 
定义 尾 意 线性 运算 子 的 可 能 性 。 所 户 双 砂 性 泛 评 , 是 指 一 确定 的 
规律 ,做 此 规律 侯 吾 中 的 任意 一 对 元 xz 及 y 与 一 确定 的 贡 数 i 人 z， 
2) 相应 ,而 Liz, 纺 是 像 第 一 种 活 珊 闭 样 地 依 第 一 变 元 分 配 , 并 且 
是 和 像 第 二 种 泛 两 那样 地 依 第 二 变 元 分 配 的 ; 
sl{av 十 prey Y) =al(z, Y) 十 到 (os 2 ; 
lg, am t bys) 一 CC2， 纹 ) Th, Ya) 
此 外 ,并发 双 芒 性 泛 画 是 有 界 的 ,部 蔗 存 在 一 正 数 ,使 妞 中 任意 


41) 


两 元 4 及 y 都 满足 不 苞 式 
lw, DIENIel hy, (49) 
如 果 4 蚌 任意 线性 运算 子 , 那 末 和 公式 
le, = (Aw, 9) (43) 


就 决 先 一 个 双 线 性 泛 画 ,我 们 不 难 证 明 这 点 。 事 实 上 ， 这 公式 给 出 
“了 一 切 可 能 的 双 熏 性 泛 西 。 
定理 ?. A 并 必 渗 可可 有 有 一 地 六 汉 (49) 的 了 
计 昌 由 忒 是 一 个 线性 运 贷 子 。 
各 案 园 定 元 yy 郑 术 到 线性 省 1z, 9) 本 让 关于 5 的 第 一 种 


委 


3 对 荣归 将” 詹 勒 拍 符 空 呆 移 


一 一 一 一 


-- 一 i 


泛 画 ,而 依 定理 4, 可 以 写成 iz, 9) = (wy 做 ) ,并且 元 g 是 依从 
于 Yy 的 选择 的 , 就 是 膏 y 二 By, 其 中 卫 是 某 一 运算 子 、 其 分 配 些 
次 挡 由 《 红 ) 中 第 二 公式 得 出 ,因为 oz》 依 久 是 俘 配 的 。 现在 
证 踢 运 算 邯 BB 的 有 异性 。 注 塌 (42), 可 祥 

[9 ) < Nis) fol, 
而 在 这 不 等 式 中 全 4 一 y*, 可 得 不 等 式 |y 秆 一 1By| Wly， 册 此 
可 知 召 是 有 由 的 。 如 此 可 以 招 公 式 Ke 2) = (4%, 久 ) 写成 下 面 形 
式 : He, 人 一 (zc, By) , 面 B 是 一 线 村 运算 子 。 改 用 共 坦 运算 子 ， 
可 以 写成 Je 办 = (如 办。 如 果 合 4=B8", 痢 末 可 得 公式 
(43)。 剩 下 的 只 是 证 角 表 示 式 (48) 的 唯一 性 了 。 恬 

Hey P= (Ar, DW= A, We 

雪上 用 可 知 邓 于 一 册 2 及 9) 等 式 (42 一 4izy 小 一 0 都 成 立 。 论 其 
中 全 9y= -Az 一 hsv, 划 得 1 4e 一 dazl =0, 就 是 静 对 于 任意 %, 4s 一 
一 LV ean 上 A 和 于 是 定理 完全 证 明了 。 全 全 


和 抽 什 生生 匡 放 二 村 2 全 3 区 二 大 雪人 


样 ， a ak 与 稚 出 双 线 性 式 
Re Cp 


是 辐 效 的 。 

”及 双 线性 江西 Mo 9) 都 能 生成 与 它 相应 的 汪 次 泛 莉 (在 代数 
中 的 二 次 式 或 埃 尔 密 壮 式 ), 只 要 全 ye 就 够 了 : 

iz, 2) = {Ar, To 
不 难 使 双 线性 活 丽 由 与 它 相应 的 二 次 式 生出 率 ， er 易 将 上 朋 
十 面 的 等 式 : 
. (Aw, Y= : 
= {Edw wn — (Av, ta)] [Ars, os) — (Ans, m1)1, (4 

面 其 中 a 
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D1 = 5 e+; _ me); 


et 1 . (dd 
人 一 可 (2 十 襄 ) G4 (Vo 
在 (44) 的 有 有 边 力 是 四 个 二 次 泊 琅 。 以 前 从 看 到 过 ,对 于 任 合 元 2 
二 次 泛 男 (4m, 4) 者 是 实 的 这 一 条 件 , 乃 是 自 站 元 运算 子 的 特征 。 
发 运算 子 4 县 有 下 了 丙 性 质 , 邵 对 于 任意 元 c，(4z, 四 一 0。 出 
(4 四 订 知 如 此 则 (4 9) 二 0, 对 于 任意 >, 9 都 万 立 。 但 显然 如 果 
和 4 是 霸 运 算 子 ,区 双 粮 性 泛 两 (42, 引 具有 这 性 质 而 注意 定理 了 
中 所 指出 的 唯一 性 ,可 知 如 时 对 于 任意 元 <,(4z, .二 0 都 成 女 ; 基 
和 4 必 是 走运 算 子 。 册 此 直接 可 知 , 如 果 4 与 B 对 于 任意 元 z 者 
满足 (42, 0) 一 (Bz, 2), 则 4=B。 
100. ' 自 共 二 运 算 子 的 界 设 4 是 自 式 酸 运 算 子 。 注意 (6) 
及 (33) ,可 以 写成 ; | (Az, 2) | <natel*, 而 如 时 了 到 之 使 和 zl 一 四 
有 得 | (dz 四 | 和 由。 如 此 , 如 果 取 一 切 可 能 的 规格 化 的 元 %， 谣 
是 娘 取 满足 zi = 工 的 一 切 元 , 芭 实 数 (4z, 2) 的 集合 上 下 都 有 界 。 
用 m 喜 示 这 和 集合 的 下 确 界 , 开 表示 这 和 集合 的 上 确 界 : 
位 一 inf (hs, 也 》 5 到 一 90 了 CAs, z)。 (45) 


数 mm 与 型 通常 呈 做 明 共 垢 运算 子 4 的 界 。 傅 确 界 的 定义 , 我 个 
可 以 号 出 不 等 式 
ms (do 9) 所 用 在 120|=1I 的 条 件 下 成 立 。 (46) 

留意 常数 因子 可 以 从 数 积 中 提出 来 ,对 于 具有 任意 息 数 的 元 ”都 
可 以 写 出 下 面 的 不 等 式 ; 

| “mle A, o) SMI], (461) 
事实 上 ,运算 子 的 范 数 nm 可 以 用 特别 简单 的 方式 由 蜡 加 Ss 
示 出 来 , 序 下 面 定 理 成 下: 

定理 8， 范 数 必 等 于 两 数 |m| 及 | 了 | 中 的 较 大 者 ， 
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首先 定 归 下 而 的 前 四 精 助 定 部 。 

辅助 宗 理 ms 是 在 le v= -1 的 条 你 下 i (4z， 态 的 
小 绷 轩 ， 

由 不 等 式 

iCds, WD | <tdas) landerlyl 7 (47) 

可 得 在 和 oj 一 jy 于 的 条 件 下 14 引 ] 入 ma。 另 一 方面 , 如 果 
在 数 积 (4c, 9) 之 中 把 y 换 成 夫 炸 化 的 元 4z:l4zl, 那 来 可 得 
(dz 幼 =j4e1。 由 范 涩 的 定义 可 以 适当 地 选择 夫 格 化 元 w， 使 
|_4z| 与 mw 相差 任意 小 。 由 不 等 式 | (4z, | mu 及 刚才 所 谣 的 
就 洁 全 让 胃 了 辅助 定理 。 

现在 转 而 证 明 害 理 8 。 用 字 人 好 jv 表示 数 | 各 | 及 [并 | 下 癌 的 
较 大 洗 。 数 ps 于 吓 等 于 在 [zj = 工 的 条 件 下 | (4z， 2) | 的 上 确 办 


w=sup | (4a， 2)|，_ (48) 
而 我 们 可 以 写成 人 
| (4z; tT) | < whel?, (49) 
学 朋 显然 的 恒等式 


《42 入 ,2 十 入 一 a -9) ~4R(Ar, 9)。 . (50) - 


留意 (49) , 对 于 左边 的 狠 对 艇 可 得 于 面 的 佑 让: 
| 和 人 十 及，2 十 内 一 (4 人 一 执 ， 2 一 廊 | 雪 ， 
plztolt ls--yl* = Be 和 十 他] 
留意 (50), 可 以 写成 
- UBCAs, yg) | < 人 le 上 of 


分 。 


-与 瑟 定 闭 3 时 记 用 的 推理 一 样 , 可 以 把 这 不 等 式 换 训 更 强 的 不 人， 


式 ; “ 
31 (4z， y)| phot + yl) 
合 [2 =1y1=1, 可 得 
4z, 四 | 二 BB 对 于 几 zl = yi= = 工 成 立 。 (61) 


Li 


100. 向 淮 馈 运算 子 的 界 5 
另 一 方面, 们 精 助 定理 ,m4 是 在 |s| ~ jl 1 的 条 件 下 不 等 式 (51) 
的 左边 的 上 确 界 。 由 此 可 知 musz。 现在 且 角 反方 向 的 不 等 式 ， 
灸 (47): . 


| 当 上 ej=I 时 | (dz, 四 | 入 Wii 
而 依 (48) , 由 此 得 人 ns 。 于 是 定理 8 斌 明了 。 再 介 各 几 个 新 
念 。 

. 定义 ” 自 洪 辐 运 算 子 4 叫做 正 运算 子 , 是 指 与 它 相应 的 一 区 
泛 隔 (42, 们 演 0。 正 运算 子 的 特征 是 不 等 式 mr>>0, 就 是 说 , 它 的 
下 界 是 菲 负 的 。 此 和 ,我们 绞 自 共 贱 运算 子 4 大 于 自 共 塌 运 算 子 

.B; 是 指 4 与 B 并 不 重合 并 且 4 一 B 是 正 运 算 子 。 我 们 用 4> 屯 - 
表示 。 完 全 相似 地 可 以 定义 负 运 算 子 。 在 % 杂 空 辣 的 情形 中 , 自 
共 者 敌阵 下 做 正 的 ,是 指 与 它 相应 的 埃 尔 密 特 式 


a = 二 
全 GamiTs Cag= ix) ! 
1 


只 取 非 负数 值 。 和 矩阵 是 正 的 与 下 面 事实 园 效 ， 郎 鞍 园 有 值 是 非 侦 
的 。 如 果 (4z, z) 对 于 2 的 不 同 选 泽 变 号 , 四 自 共 屯 运算 子 4 处 
不 能 呀 做 正 的 ,也 不 能 时 做 黄 的 。 在 有 劣 准 空 半 的 情形 中 ,这 恰 是 
具有 不 同 符 号 的 园 有 区 的 自 共 珀 短 陈 。 

定理 9 如果 4 是 自 共 地 运算 耶 , 秒 未 42 是 下 运算 子 。 如 内 
4 是 性 意 线 泛 运算 子 , 那 末 运算 子 44' 及 .44 是 自 共 都 的 正 运 
Re ~ 

第 一 糙 论 直接 由 下 面 到 式 得 岂 : 

(dw, z)= (Ar, An) =| A010, 


而 第 二 粘 花 由 公式 ~ 
Cr so) =—(d°g, do 一 dzl?>0， (56%) 
(A'Av, 2) = (dz dz) 一 站 tcl2>0， . (52,) 


及 定理 6 得 出 。 
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184， 授 运 牌子 有 一 在 运算 子 中 很 重要 的 概念 ;就 是 迁 运 算 
子 5 比 较 党 III 中 的 造 算 陈 ) 。 这 概念 可 以 用 本 实 上 不 同 的 方式 来 
定义 。 本 节 的 目的 是 狂 出 逆 运 算 子 的 不 同 定义 并 解释 其 涵义 。 

定义 我 们 论 , 线性 泛 自 子 4 有 有 界 的 洲 汉 算 子 ,是 指 存 在 
一 有 内 运 算 子 B， 满足 


AB=BA=B,. (53) 

铬 芙 中 吾 荐 不 灾 上 映像 的 运算 地 ,就 是 说 Bx 一 zw。 不 难 吓 明 有 界 省 

pe B 只 能 是 跟 一 的 。 闪 实 上 ,如 果 40 一 吾 , 那 末 在 左 婉 生 以 

旦 , 应 用 (83) , 并 留念 BZ=B 及 EO=6, 可 得 B=0。 和 
芍 运 算 子 好 通常 裘 示 成 471, 于 是 有 


有 A441 一 A-14 二 卫 ， (54). 


y=Aw (EH), . {55) . 


两 过 都 乘 应 4-:， 剧 得 
z 一 -41g。 (56) 
出 此 可 知 ,如 果 4 有 有 界 适 运 筑 子 4-!, 那 末 4 生出 负 实 天 及 弹 
。 它 自己 本 身 之 中 的 一 个 一 对 一 的 映像 ,就 是 说 佑 (55) ,对 于 任意 
元 4%, 必 有 一 确定 元 y 与 之 相应 , 而 反之 , 任意 元 9E 瑟 必 与 一 稍 
定 元 相应 ,而 由 翁 式 (56) 决 定 。 同 样机 也 把 五 一 对 一 地 映 
签到 它 自 己 之 中 。 由 4 的 分 配 性 可 得 43 也是 分 配 运 簿 子 ， 就 是 
网 4 是 弹性 运算 季 。 由 (54) 让 接 可 得 
(4-1=4, (57) 
可 以 举 出 逆 运 算 子 的 葛 -- 般 定义 。 首先 注意 , 依 一 般 粒 性 运 
算 子 4 的 分 配 性 , 由 公式 (56) 定义 的 元 9 所 煤 成 的 集合 是 一 弹性 
秘 , 我 们 用 志良 示 。 现在 举 出 为 了 使 五 中 的 元 “与 二 中 的 元 
y 图 诚 立 一 一 对 应 时 泛 算 予 4 所 应 有 的 性 丑 。 傅 公式 (56) , 互 中 
的 任 痊 元 4 必 与 5 中 的 一 个 确定 元 9 相应 。 如 票 反 过 来 的 关系 


池村 


401、 玉 运算 笠 . 815 


*“ 焉 立 , 必须 4 中 的 任意 元 y 与 五 中 一 个 确定 元 = 相应 。 规 人 袜 及 
va 是 瑟 中 两 个 不 同 元 ,而 妇 及 如 是 二 者 在 了 4 中 的 粗 应 元 : 


Yi— Ari; Ya= AXso 


相 减 可 得 “ 
Ya Avs — 01)o 
如 果 9s 一 , 就 是 说 , 五 中 的 不 同 元 如 及 v3 与 Ex 中 的 同一 元 模 
应 , 那 末 我 们 得 4 一) 一 0， 就 是 座 方 程 
4z=0 (58) 、 
必须 有 异 于 零 元 的 解 。 反 之 , 如 果 方 各 (53) 有 蜡 于 零 的 解 和 ， 那 
. 未 不 网 的 元 8 一 2o 及 4=0 与 同一 个 元 y==0. 相 应 。 如 此 ， 为 了 使 


公式 (55) 决 定 互 中 的 元 4 与 4 中 的 元 并 的 一 一 对 应 ， 必须 而 


县 只 扰 方 稳 (58) 仅 有 等 于 过 的 解 。 此 时 在 黎 性 包工 中 定义 了 一 
”个 渤 算 子 B, 这 运算 子 是 4 的 这 运算 子 。 它 殷 z 中 的 元 y 变 拘 
戌 五 中 的 元 2, 丽 Y 借 不 式 (55) 由 表示 出 求 。 这 运算 子 简称 
做 4 的 逆 运 算 子 , 以 与 上 而 定义 的 有 界 雍 运 算 子 示 别 。 运算 子 8 
只 定义 于 辜 性 馈 荆 中 ,而 工 可 能 与 豆 并 不 重合 , 并 且 我 们 无 从 
断定 运算 子 B 是 有 界 的。 但 由 于 .4 的 分 本 性 ,可 以 断定 召 是 厂 
些 往 工 : 上 上 的 分 配 运算 子 。 仍 四 以 前 的 记号 4-! 罕 示 B, 可 以 
写成 : 4 (4z) =w 对 于 凡 wE 瑟 者 成立; 而 如果 zEL4, 肌 
4(C4no)=z。 长 运 算 子 4 有 有 界 滥 运 算 子 , 而 在 等 式 (给 ) 中 取 
其 共 者 运算 子 : 
(4 9 

内 邮 可 得 公式 

| (MAD = (4) \59) 
公式 (58) 村 求 有 轩 运 算 子 召 肠 是 4 的 左 适 , 又 是 书 的 有 省 ,而 在 
这 情形 下 我 们 叫 它 做 有 界 道 泛 算 子 ,并 用 4 表示 它 。 现 在 郑 猴 ， 
左 有 界 道 运 算 子 及 右 有 界 逆 运算 子 的 问题 。 : 
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我 们 说 ,运算 子 4 有 左 有 界 适 运算 子 , 而 简称 左 逆 ， 是 指 存在 


一 个 线性 运算 子 8, 满足 B4= 旦 。 同 样 ， 如 果 40 如, 那 末 C 呀 


做 右 有 有 界 逆 运 筑 子 。 
定理 10. .如果 4 至 少 有 -一 个 左 造 也, 亚 沙 有 一 个 右 送 C， 天 
未 尼 只 有 一 个 东 先 ,也 只 有 -个 肿 洲 , 的 由 这 两 这 相 要 合 , 就 是 波 
有 界 适 运 算 子 4 存在 。 
依 条 件 了 4 一 五 ,4OC 一 五 , 四 此 (BAYO=0, BIO) 一 卫 。 上 上 
而 两 等 式 的 有 边 相 重合 ,因此 8 一 0, 就 是 说 几 左 第 与 5 用 右 闻 都 


: 重合 ， ee I 


Pe A 


唯一 的 右 诸 ， 那 未 必 基 在 大 大 各 和 现下 了 各 这 和 县 一 
的 , 苦 且 相 重合 (由 于 定理 10)。 

现在 首 明 定理 的 第 一 精 浓 。 融 有 唯一 的 左 着 泛 算 子 B， 就 是 
说 BA 一 加。 从 左边 乘 4, 得 4B4=~ 4 印 (48 一 加 4=0, 面 右 
边 的 0 表示 雳 运算 子 。 在 两 边 都 加 上 B4= 吾 , 可 以 写成 (48 一 
一 加 十 8) 4 一 吾 。 但 依 条 件 B 是 唯一 的 左 迹 , 因此 4 了 3 一 加 十 好 = 
=B, 由 此 4B= 恕 , 所 以 吾 也 是 右 送 。. 

还 应 注意 ,加 果 4 有 两 个 不 同 的 左 迁 沃 算 子 也 及 C (起 右 遂 
著 末 必 存 在 无 穷 多 左 逆 运算 子 。 事实 上 ,如 果 了 B4= 加 ,而 CA 一 台 ， 
那 末 不 难 证 明 运 算 子 8 二 a(0 一 B) 对 于 性 意 数 a 都 是 左 道 : 

(B+al wuB)A=BA+a0A—aBA= EtaB-ah= H,. 
由 上 年 精 果 可 以 想到 有 下 而 四 种 情形 : ， 

I.， 存在 崔 一 的 左 和 送 及 右 着; 
IT. 弃 不 存在 左 道 ,也 不 存在 右 北 ; 
III. [存在 无 劣 多 左 而 没有 右 省 ; 
、 存 在 无 劣 多 右 炸 而 没有 左 洲 。 
ee 上 面 一 切 情形 都 确实 可 能 发 符 。 现在 疮 出 一 


ey 
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个 笠 香 的 理论 鉴别 由 ,以 分 别 这 些 情 形 。 考察 自 冻 磋 ( 非 负 ) 运 入 
子 4*4 及 44'。 由 定理 9 可 知 这 些 运算 子 的 下 界 (我 们 表 做 
h(4*4) 及 nn(44*)) 大 于 或 等 于 喜 。 明 至 少 存在 一 个 左 洪 : B4:- 
~ 及 ,而 避 是 8 的 范 数 。 逆 末 1BAz| = |z[ ,而 另 一 方面 1B4zj 忆 
<< 寻 An}, 由 此 可 知 四 4zl> zi， 于 是 | 4zt> 二 zl。 由 公式 


(52。) 可 知 如 此 由 (4'4z， 2) 之 识 121*, 所 以 mt4' 人 > 冯 , 就 是 
认 m%(4"4)>>0。 现 在 证 明 :反之 ,如 果 n(44) >0, 那 末 和 4 必 有 
有 界 左 小 。 下 面 我 们 将 证 明 如 果 自 共 示 运 算 子 的 下 界 是正 的 ， 
那 末 也 性 有 有 界 北 运算 子 [10 罩 。 应 用 这 车 果 于 ="4 上 ， 
可 以 夏 出 必 存 在 一 有 界 运 算 子 D, 满足 D4"4= 刀 , 就 是 说 
(D4*)A= 轧 , 由 此 可 知 DA* 是 4 的 有 界 左 造 。 出 样 可 证 , 为 了 
汇 少 存在 一 个 有 界 右 游 , 必 须 且 只 须 m(44) >0。 
由 这 些 推理 直接 可 得 : 上 面 四 种 情形 实现 的 必要 县 充分 的 条 
件 玫 是 : ， ， 本 
Ii. ml(A*4)>0 而 m{(4A")>0; 
~ Il. mA*A)=0 而 mAA') =0; 
TIE. md*4}>0 而 (Ad’) =0; 
IV. mi AA)}=0 而 m44")>0,. 
社 意 如 果 4 与 4 可 变换 (例如 4= 9， 就 是 说 4 是 自 共 元 运算 
.于 的 慎 形 ), 办 林 II 及 1V 不 可 能 实现 。 留 意 到 式 (52:) 及 (52;) 
可 以 把 第 -情形 的 糙 果 陈 瀑 如 下 : 左右 泛泛 算 闻 存在 的 必要 马 磷 
分 的 条 件 万 是 存在 一 正 数 f， 使 任意 元 z 能 满足 不 等 式 _j4zl > 
之 tw] 及 14*| 由 oj。 在 以 上 所 芍 的 一 切中 ,从 没有 应 用 过 运算 - 


子 B 及 0 的 分 配 性 。 重 要 的 只 是 它们 定义 于 整个 及 之 上 ,并 凡是 


有 胃 的 。 在 情形 工 中 ,如 我 们 在 上 硬 所 洛 到 的 ,唯一 的 左 复 及 右 效 
运算 子 必然 是 线性 运算 子 。 在 情形 III 中 有 弹性 运算 子 了 ~D4-， 
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它 是 左 提 。 但 可 能 不 和 配 的 有 界 运 算 子 是 左 六 。 同样 在 情形 TV 
中 我 们 只 考察 线性 运算 子 。 了 还 要 注意 如果 B4= 卫 , 那 末 4"B" 一 
一 加, 所 以 如 果 对 于 4 情形 III 实现 , 屠 末 对 于 4" 情形 ITV 实现 。 

递 运算 子 在 解 方 程 4z=y (9 是 已 知 , ” 是 求知 元 ) 时 起 着 大 
本 的 作用 。 如 果 存 在 左 雍 运算 子 B, 那 末 把 方程 两 边 乘 以 8， 可 
得 必然 的 等 式 2 一 By，、 就 是 说 在 左 道 运算 子 存在 的 假 堪 下 ， 如果 
有 解 , 那 末 解 必 可 用 成 <= By 的 形式 ， 因 而 是 叭 一 的 。 如 果 存 在 
右 闭 运算 子 0, 那 末 在 方程 4z~y 中 合 " 一 0 ， 划 显 辑 方 程 可 以 
满足 ,就 是 酸 右 造 运算 子 的 存在 保 放 了 解 z==-Cz 的 存在。 

102， 运 算 子 的 镜 在 应 用 运算 子 给 于 数学 分 析 中 的 最 基本 


同 题 乃 是 解 卉 次 访 程 。 ， 

4 一 Ma， (60) 
就 是 (4—%F)2=0 (60,) 
及 非 齐 灵 方 程 

AT=\T HY, (61} 
就 是 (4—AB)2=y, (81 


其 中 心 是 未 知 元 ,而 9 是 已 知 元 ,是 寡 数 。 数 入 叫做 运算 子 4 的 
辕 有 有 值 , 和 如果 齐 实 方程 (60) 有 异 于 替 元 的 解 ;这 和 解 叶 做 运算 子 4 的 ，，， 
与 记 训 的 闭 固 有 值 相应 的 固有 元 。 

如 果 入 是 4 的 加 有 值 ， 而 我 们 把 才 元 添 入 相应 的 固有 元 集合 
中 去 , ( 雾 元 对 于 任 党 入 都 满足 齐 次 方程 (60)), 那 未 依 齐 次 方程 
、 6 了 的 弹性 及 齐 次 性 以 及 运算 子 4 的 建 往 性 , 可 以 断 首 , 上 述 屠 

辕 有 元 集合 添加 上 雾 元 粗 谎 一 子 空间 。 我 们 呀 它 做 与 上 渡 固 有 全 
相应 的 同 有 元 子 空 削 。 4 

.，， 如 果 这 辐 有 元 子 实则 闪 数 ”有 穷 , 就 是 吏 如 果 属 于 这 子 空间 
的 线性 无 关 元 的 最 大 数 且 是 有 穷 数 >， 那 未 我 们 驶 相应 固有 储 入 ， 
的 牧 或 重复 度 等 于 +。 和 如果 那 轿 有 元 子安 用 的 雄 数 无 劣 , 那 末 我 
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们 襄 相 应 轩 肥 个 的 柳 是 无 穷 的 。 在 自 共 是 运算 子 4 的 己 形 中 下 冯 
定理 成 立 : 


定 焉 8， 自 芯 自 共 思 运 算 子 的 固有 族 是 实数 ,而 与 甫 与 个 相 有 固有 值 
得 启 的 交 有 元 互相 正 交 。 


航 和 是 自 共 坦 运算 子 4 的 固有 得 , 而 “是 与 它 相 应 的 加 有 
元 ,并 且 不 等 于 雾 元 。 殷 (60) 两 边 从 右 乘 以 2, 可 得 
(Az, er) =%|zl 
绛 然 4 是 自 共 乾 的 ,上 面 等 式 的 左边 是 实数 ,所 以 数 和 也 是 实数 。 
角 和 与!' 是 两 个 不 同 的 圈 有 人 入, 而 w' 及 w'" 是 与 它 俩 相应 的 固 
有 元 : 
2 一 XO dz 一 Ni 
电 等 式 的 第 一 个 从 右边 委 以 2 ,第 二 个 从 左边 乘 到 x'， 并 把 所 得 


每 式 相 藏 ,可 得 

(dz 2 一 (人 i sz (A — A (po', 2")o 
信和 4 的 自 共 亏 性 ， 左边 等 于 用， 丽 和 一 10。 所 以 (48, 0") ==0， 
于 是 定理 证 明了。 


解 非 齐 次 方程 (6is) 可 归 寿 为 找 4~% 的 滥 运 算 子 
(4 ~XB)-!。 如 昧 和 是 运算 子 4 的 固有 值 , 那 来 齐 次 方程 (601) 
有 异 于 堆 的 解 ,而 依 [101] 中 所 天 的 , 迁 运 筑 子 位 一 加 于 不 存在 。 
如 果 入 不 是 运 筑 子 4 的 固有 值 , 那 末 省 运算 子 (4 一 人 吾 )-: 存在 ， 
但 它 可 能 是 有 界 逆 运算 子 或 习 仅 是 逆 运 算 子 。 注意 在 这 里 参数 、 
可 以 是 任意 复数 。 现 在 叙述 下 面 的 定义 。 
定义 旋 和 或 点 入 ( 香 数 平面 上 的 点 ) 叫做 汉 算 子 和 的 正则 
点 ,是 指 运 筑 子 4 一) 思 有 有: 
a (4-2D (62) 
天 对 于 一 切 下 凤 点 和 EE ,时 做 运算 子 4 的 
现 解 运算 子 。 所 错 渤 算 子 4 的 一, 是 措 凡 不 是 运算 子 4 的 正则 点 
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的 一 切 点 和 氮 合 。 
十 上 而 所 发 的 , 凡 运 复 子 4 的 加 有 佳 必 大 于 洪 况 。 下 面 将 看 
到, 不 让 加 有 值 药 数 箱 和 也 可 能 属于 府 。 
和 如果》 是 正 列 点 ,. 那 对 字 尾 得 预定 的 元 y, 磊 齐 次 方 篇 (64) 
必 有 唯一 解 ,而 这 解 由 公式 网 
w= (4—AB)-y {68) . 
定 出 。 如 果 久 不 是 正 基 点 , 并 不 等 于 运算 子 4 的 任 次 加 有 人 箭 ， 那 
末 如 果 属于 线性 族 工 -xe (我 们 简章 地 用 .对 , 表示 )， 方程 (61) 
仍 有 了 唯一 解 。 这 线性 伐 是 由 凡 作 J 
y={d—AE)z {vwEH), . 《64) 
形式 的 元 y 所 组 成 ,而 上 式 中 吉 表 全 五 中 的 元 。 现 企 趟 明 下 古 
药 简 单 定理 。 
定理 好，4? 旷 中 前 元 与 方程 (4 二 2) 一 0 的 一 切 解 相让 交 ， 
就 是 说 ，J45 中 的 元 与 运算 了 与 运算 子 ， 二 的 固有 值 丰 相应 的 一 名 切 加 高 这 要 
正 奖 (如果 这 各 元 存在 )。 
定理 的 猪 座 直接 由 显然 的 等 式 i 
| 人 人 一 和 再) 2)= {7,.(A*— NF) 
得 出 。 如 果 2 是 方程 (4" 一 XB)z=0 的 解 , 那 未 对 于 任意 的 ”， 上 
面 的 数 积 种 等 于 零 , 就 是 琢 (4-X 配 wz。 还 要 注意 ,如 果 4 是 自 
共 地 运 算 子 ， 而 和 是 其 固有 值 《〈 这 和 值 是 实数 )， 那 未 由 所 证 明 前 可 
知 , 凡 1 中 的 元 与 周 这 团 有 做 相应 的 44 的 汪 肌 7 于 和 在 
下 惨 中 将 十 明 关 于 自 3 共 地 远 算 子 的 午 的 特征 的 几 个 定理 
” 108， 自 闪 萄 运算 子 的 谱 。 在 本 节 及 下 闻 中 将 只 a 兴 声 
运算 子 。 
定理 14。， 好 果 入 不 是 自 共 顿 过 算 子 。 4 的 图 有 征 ， 履 末 仅 式 
(64) 所 定义 的 线性 由 了 H; 在 如 中 到 处 牧 密 。 
用 归 观 法 证明 。 入 -最 线性 簇 履 在 五 中 不 到 处 再 密 , 就 是 说 


408. 请 共 山 运算 于 的 价 


Be ee 一 一 -一 -一 -~ -一 一 一, -一 


ri, 的 天 包 乃 是 与 五 不 司 的 一 个 子 容 间 。 如 此 ， 使 定理 3， 必 存 在 
一 矢量 内, 不 等 于 如 元 ,并 与 上 面 的 子 空间 相 正 痰 , 因此 与 jh 也 
相 正 交 ， 训 是 机 ,对 于 互 中 的 他 全 o，((4 一 本 cy mo) =0, 乔 应 
忆 才 的 自 共 卉 性 , (e，(4 一 7B)mo) =0 对 于 互 中 的 2 都 成 剖 。 会 
ZAzo 一 xo, 刚 | 4xo 一 Xzol =0, 就 是 襄 4zo= jaoe 。 如 果 和 是 实 
数 , 到 来 对 =》， 所 以》 是 运 筑 子 4 的 加 有 值 ， 这 与 定理 的 条 件 相 
冲突 。 如 果 》 是 复数 , 那 末 由 等 式 hzo 一 jzo 可 知 自 共 贱 运 筑 子 4 
有 非 实数 的 辕 有 值 K， 而 这 也 不 可 能 ,于 是 定理 让 明了。 注意 如 果 
和 是正 期 点 , 则 多 性 繁 下 与 五 重合 。 这 由 正则 点 的 定义 可 以 者 
接 得 出 。 如 此 定理 的 糙 哈 乃 是 发, 如 果 入 属于 科 , 但 又 非 固 有 值 ， 
著 末 线性 比 ML 在 五 中 独处 稠密 。 

入 旭 器 自 基 屯 运算 矛 4 的 亚 | 4 的 下 点 的 几 要 电光 妥 的 入 


14_xpyel>plzl。 - (65) 
如 果 台 与 醒 是 4 的 界 , 旭 凡 在 区 则 [m， 和] 外 的 实数 及 非 泣 数 入 
者 是 者 是 正则 点 。 
先 诈 明 条 件 (65) 的 必 玫 | 妖 ， 访 是 正 腌 点 。 那 来 有 男 逆 运算 
子 (69) 必 存 在 。 用 9 秦 示 ee 是 . 
104 一 本 -sclyf， 


而 在 这 式 中 如 全 y= (4 一刀)z， 面 全 2 二， 则 得 不 等 式 (66)。 


再 考 明 条 件 (65) 的 充分 性 。 让 这 条 件 首先 可 知 入 不 是 固有 值 , 于 
是 在 定理 14 中 定义 的 线性 铁 在 五 中 到 处 向 密 。 我 们 现在 证 明 它 
是 于 的 ,从 而 与 五 重合 。 器 元 名 = (4 -从 Be 周 于 1 证 加 ->y。 
我 们 要 诈 明 9E 型 。 依 (65)， 可 知 | 加 一 gj>>2jw 一 站。 序列 

- 护 目 欢 敏 ,而 做 上 面 竟 不 等 式 ， 可 知 序列 mm 自 收 敏 ,就 是 说 几 有 
一 元 s 存在 ,使 zw3z。 由 仅 式 = (4 一 MB)w 梧 知 加 my 一 
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一 (4 一》 本 zy 从 而 YE 晓 ,、 半 为 弹性 谈 六, 与 吾 重 合 , 未 筑 子 
{4 一 BB) 是 4 一 A 的 迹 ， 灶 定义 于 此 个 耳 上 。 为 了 站 明 入 基 
符 期 点 , 还 应 证 明 运 答 字 (4 一 AE)-1 是 有 鼻 的 。 在 条 你 (6 外 中 
合作 一 (4 一 入 )-1y, 期 得 : . 


(4-45) -yi < 


出 此 可 知 (4 一 入 )~! 是 有 界 的 ， 诉 常 理 的 第 一 部 分 完 双 证 明了 。 
融和 一 go 十 区 ,而 T 关 0。 合 (4 一 8)z=y, 可 以 写 三 ， 
((4-—AB)s, 人 一 人 内 ， 
济 (Cd 一 X 本 2 2) = (2, (A~AF)E) = (2, Yo 
把 第 二 式 从 委 -- 式 威 去 ,得 
HN r,t) = (y, 人 一 人 Y), 

即 2ir lz[2<1( Dt | DW1, 
而 应 用 不 等 冻 (6) , 可 得 不 等 式 
2|r| lz <2fyi, 
~ AaBE)zal= rlla| = 二 7)。 
全 Pp 二 17| 就 可 得 不 等 式 (6 四 ,如 此 凡 非 实数 和 都 是 正副 点 。 现 
”在 设 入 是 实数 , 但 位 于 区 其 [m, 7] 之 外 。 例 如 设 和 > 并 , 我 们 要 
证 明 条 件 (65) 在 这 鸯 形 下 也 满足 。 我 们 可 以 窟 成 

(CA~—AB)%, 2) = (4, 2) 一 和 站 ， 

(A—AB)w, 全 一 [人 dz 2) ~— Mis] — 0— M12l, 

”由 运算 子 4 的 上 界 站 的 定义 可 知 在 方 括号 内 的 关 值 基 非 正 的 。 
此 处 , 依 所 裔 >> 六, 于 是 由 上 式 可 得 不 等 式 

[CA—AE)r, 2) | (FM) [sl?, 
另 一 方面 ,不 等 式 

1(CA—AB)e, 2)| 大 | (A AE) ol lal 
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成 立 。 由 上 两 不 等 式 可 得 , 
(A—AB)o) > (%-- HM) To 人 
于 是 证 即 了 在 和 >> 玉 的 条 件 下 条 件 (65) 满足 。* 注 查 如 果 在 条 位 
(68) 中 到 规 检 [化 元 wm, 壮 末 可 以 把 宇 写成 下 同形 式 : | 
hiaA—rB)zl>p (ol=1)。 (66) 

记 贿 才 证 明了 的 定理 可 扣 护 得 出 下 面 的 推荐 ; 

系 1， 刀 果 X 局 于 性 Sm wn; 使 外 4 二 
OK tw Ca 一 > 

事实 上 ， 如 果 这 样 的 序列 并 不 存在 ， 那 来 必 存 在 一 正 数 9， 使 
条 件 466) 满 正 ,组 如 此 旭 和 是 正则 点 。 注 次 如 果 入 是 固有 值 , 邵 我 
合 训 以 到 导 一 个 元 全 元 zx， 就 是 认 取 规格 化 的 轩 有 元 z。 刀 此 草 
{有 4 一 和 Bw 一 对 于 一 茹 各 部 启 证 。 加 果 入 属于 详 , 得 不 是 加 有 
、 簿 , 闻 末 在 系 入 所 哆 的 一 鲍 (4 一 * 加 )w, 显然 不 等 于 需 。 

有 系 2， 和 如果 自 牙 乾 运算 子 4 的 下 内 是 还 的， 瑞 示 入 =0 位 于 
区 乾 fm, 型 1 外, 而 和 4 有 有 界 汗 运算 子 。 

si 

运 基 字 席 结 ” 现 让 介 杂 关于 运算 子 序 齐 权 限 的 :全 。 

或 但 说 ,者 再 设 , 禾 性 运算 子 序列 A 有 概 耻 ,是 打 - Ee 下 面 琴 条 伯 
满足 ; (4) 对 于 任 礼 元 4, 元 序列 4 有 标 角 :2 运算 子 4o 的 
和 ,就 是 说 存在 一 正 数 了 上 , 佑 一切 mw 孝文 
足 东 等 式 ms 

可 以 证 游 a 是 第 一 条 件 的 推论 。 更 在 并 处 褒 苇 放 明 ， 
而 在 下 证 不 公设 第 一 条 件 满 足 ， 工 坑 第 一 条 件 也 镁 足 。 元 4 的 
祁 只 用 42 梁 直 ;就 臣 说 dz de。 注意 由 运 贷 子 4 的 共 配 性 
可 得 法 限 运算 子 4 的 分 配 性 ,而 由 不 等 式 az Lizi 可 知 , 到 
福 限 值 时 14z! 志 LI, 因此 极限 运算 子 4 不 仅 是 分 本 的， 而 且 
是 有 界 的 ,就 妈 说 4 足 效 性 运算 子 。 我 们 用 4m ~> 4 衰 示 是 
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4m 的 框 耻 ” 这 - 一 事实 。 

定 悍 16， 如 果 4 是 自 共 辑 运算 于 而 4»4， 纱 末 4 记 是 
直 共 翰 运 算 子 。 如 时 Qn>4 而 .dm 六 A， 导 am4dm>84。 和 如果 4w> 
A Bs A A De dB dD 

如 果 Am 是 自 共 连 运算 子 , 那 未 (4%, 2) 对 于 任意 * 部 是 实 
数 。 芭 福 痕 可 知 对 于 任意 4 (42 9) 也 是 实数 ,因此 4 是 自 共 二 
远 算 耶 。 现在 起 明基 于 积 的 痊 限 的 糙 花 。 首先 注意 , 如 果 4 的 
范 数 为 数 工 所 异 , 而 Bo 的 范 数 为 数 如 所 异 ， 那 末 4%Bw 的 范 数 
为 数 LMY 所 界 。 剩 下 的 乃 基 栈 明 对 于 任何 元 2，AnBns ABz。 
证明 分 做 两 阶段 。 首先 永明 ,AmBs% = ABz, 号 后 证 明 4wBuz 一 
一 4Bw。 第 一 糙 论 直接 由 下 证 公式 可 以 得 出 : 

4d4nBz 一 don(0BOI ->4CBz) 一 4Dz， 
因为 序列 4 卜 伊 手 4。 为 了 证 虹 第 二 党 论 , 普 先 写 出 
AnBnt= AnmBz— An(B— Bn) ro 
右面 的 第 一 顶 饮 上 醒 证 过 的 趋向 于 4Bc， 而 剩 下 的 乃 只 训 证明 第 
二 项 趋向 于 雾 元 。 依 范 数 的 定义 ， 

A,B— Bn) rna, (一 下 zs Bo 一 Boe]j。 (67) 
但 因为 Bn>B, 可 知 Bx 一 pea eas 于 是 不 二 :下 (67) 直接 施 明 
了 我 倍 的 结论 。 

注 有 时 我 们 说 , 禾 性 运算 于 序列 A 信访 到 咎 向 于 要 外 
算 子 A4, 号 要 运 筑 隆 ， A—An 前 范 数 pa_ 4, 当 mw->o2 vo? 轩 趋 向 于 寺 。 
由 候 式 A 二 44 一 (4 一 Am) 可 知 -am 好 丝 对 于 任意 
mm 范 数 wu 为 同一 数 所 界 , 因为 依 条 件 mx-4w->0。 双 因 为 | 42 一 
一 4 如 让 入 -dizl， 由 此 可 知 4mwzx 一 Az=30 对 于 任意 2 成立。 如 
此 ,如 果 运 答 子 15 列 4 依 范 数 收 伍 子 运 算 子 4, 那 末 它 估 上 面 定 
义 的 意义 他 收 化 于 4。 

105、 极 影 运 算 子 ”现在 我 们 要 研究 一 科 特 殊 的 运算 子 , 光 就 


是 投影 运 介 子 。 发 了 工 是 某 一 子 空 间 。 依 定理 3, 五 中 任意 元 训 灸 


叭 一 地 未 示 成 ?=4% 十 2 的 形式 , 而 yE 工 , zx 上 LL。 把 元 2 映像 于 其 


影 # 的 运算 子 时 做 在 子 衬 间 中 的 捞 影 运算 于 。 用 记号 Ps 过 
示 它 : 
y= Przo 《68) 
在 下 面 将 入 除 一 种 无 关 午 尖 的 情形 于 许 徐 之 并 ， 邹 子 空间 工 是 由 
雾 元 组 成 的 情形 。 如 此 其 Pr 是 雾 运 算 子 ， 就 是 议 对 子 任意 元 2， 
BRrzq 一 90。 还 要 注 荡 , 妞 果 研 是 蓝 个 空间 五， 小 末 Pr 是 不 疱 映 称 
运算 子 , 就 是 说 对 于 和 任意 元 +%, Pxw=w, 于 是 Py 一 久 。 


定理 1 了 7、 投影 运算 子 Pr 是 自 共 罩 运算 子 , 其 范 数 等 于 1, 并 


满 是 关系 

Pi= Pro (69) 
取 到 中 廿 个 元 如 及 2 夺 写 出 它们 依 定理 3 的 分 解 式 来 : ma 一 
一 作 十 列 ， X29 一 Yo 十 N20 各 级 及 YaoCL, 而 入 及 zs LL。 要 加 


本 得 X41 十 %4 一 《人 二 9) 十 (入 十 32) ， 而 蚁 十 和 天 ,人 十 为 上 上 了。 如 站 


可 以 写 不 : Przkc 十 ta) 二 级 十 妇 二 Primi 十 Pit2。 间 禅 可 以 十 其 
Pr lar) 一 QPrz, 所以 运算 乎 Pz 是 分 配 的 。 现在 厦 明 它 吓 有 和 界 的 '， 
丽 其 范 数 等 于 4。 如 果 xwE.5, 居 Pzw=s, 因此 jazz 一 zl。 如 
有 果 %2 不 山子 工 , 那 未 由 于 它 的 分 解 式 2 一 y 十 2(2 关 0) 及 办 达 翼 拉 
定 针 上 和 估 一 jy 有 十 天 可知 和 | 天 je 二 就 是 说 zz 一 Jo。 起 


上 面 的 推理 祖 楼 可 知 Pr 的 范 数 等 于 1。 简 下 的 用 是 趟 明 z 是 自 : 


兴 乾 运算 子 , 及 公式 (69)。 叭 wi 及 zz 是 如 中 两 个 元 ,而 必 = 角 十 
十 锯 ， Wg 二 gs 十 zo 是 宪 们 依 定 到 3 的 分 解 。 作 数 积 《Pim1, wz2) ,而 
恢 运 贷 子 Pr 的 定义 ;可知 Pity=Y1; Ppa 一 ya。 饶 然 和 及 zo]L 工 ， 
如 以 写成 
GPa ga) = Pri, se 十 23) = (Ya ga) = i, Pew) 一 
= (ya, Pama) 一 《01 卫 rxza) ， 
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` 就 是 襄 {Pri. 72) 一 人 Prgs), 
请 此 可 知情- 是 自 共 恢 运 算 子 ， 公 式 (69) 的 证 明 很 莘 窜 。 对 于 任 
意 元 z, 元 了 zs 鹿 于 了 所以 Pz (Pzz) 一 Pzw。 现在 证 明 下 面 逆 
”定理 。 
定理 18. 如果 4 是 自 共 索 运 算 子 : 井 东 注 是 关系 
A?=.4, 人 (70) 
那 示 4 是 投影 运算 子 上 5, 而 与 它 相 应 的 子 突 开 工 肪 是 凡 满 上 是 仅 
式 g 二 42 的 元 y， 其中 表示 察 疝 .可 中 的 -= 二 元 。 

当 2 还 玫 空 间 五 中 的 元 时 ， 凡 汕 公 式 %= 4zp 定义 的 元 9 的 
第 合 卫 是 线性 的 ,这 可 由 盐 算 子 的 分 瑟 性 得 出 。 现 在 让 明 也是 子 
肉 骨 。 役 名 是 卫 中 的 元 序列 ， 而 名 一 yo 必须 证明 YE 了 。 注意 
钰 E 卫 ,可 以 芯 定 存在 元 mm， 使 y, 一 4%,, 而 优 (70), gy 一 A(z) ， 
就 是 说 加 一 如。 由 此 汉 极 限 ， 和 并 利用 运算 子 4 的 速生 性 ， 可 得 
9 二 4y, 就 是 说 YE 了 。 为 了 党 成 首 明 本 定理 ,只 剩 下 让 明 元 (2 一 
一 上 0 与 工 中 任意 元 和 正 交 , 就 是 说 与 4z 这 样 的 一 加 元 相 正 诡 ， 
其 中 zs 是 及 中 任意 元 。 事 实 上 ， 

(2 一 447, Az) = (2, Az) — (Ar, Az2), 
人 恢 4 的 自 共 力 福 , 可 以 把 4 由 第 一 元 > 移 到 第 一 元 * 上 去 ， 如 中 
可 得 : 

(s— A%, A2) = (2, Az) — (2, A2), 
而 由 《70) 可 知 右 边 等 于 雾 ， 就 是 说 C= 42，4a) 二 fh, 而 定理 证 明 
十 多 

此 关子 投影 径 算 子 作 两 点 信 申 的 法。 由 公式 
(Priv, 2) 一 (wy 人) = (Pie, 六 ro) = | Prz]? (71 

址 该 可知 投影 运算 子 是 正 运 算 子 。 用 肪 一 工 发 与 工 相 补 的 子 空 
闻 。 人 恢 定 理 8, 凡 元 4 可 以 唯一 地 表示 戊 和 z=y 十 z 的 形式 , 而 
YE, 2z€E 且 一 了 了 。 元 Y 及 2 显然 是 xz 在 工 及 瑟 ~ 工 中 的 投影 。 
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如 此 坊 公 式 2= 4 十 z 奋 述 可 得 下 面 的 等 式 : 


E=PriiPna.r, Pr-r~ HB—Pr, . (72) 
而 召 永 远 兵 婆 示 不 变 跌 像 运算 子 的 。 
识 
V1y Ta Ta (73) 


是 一 稻 存 穷 多 或 无 穷 多 了 两 丽 正 驳 并 钢 格 化 的 元 ,而 ax 是 元 4 壤 灿 
73) 的 俏 亚 叶 采 狼 。 不 难 证 明 , 运 算 子 
Lp 一 全 qh (7 
是 在 子 实 间 工 中 的 松 影 运算 子 , 而 工 是 由 元 (73) 租 克 的 ; 就 是 诅 
子 空间 工 是 由 凡 可 以 表 成 次 族 服 数 
Yy 一 多 CxTe 
形式 的 元 所 组成 。 和 如 果 (i 引 中 的 元 数 有 和 , 那 末 并 没有 了 收 贡 身 
否 的 问题 。 在 可 分 性 的 条 储 下 , 在 这 种 子 空 间 工 中 可 以 取 一 妇 的 
规格 化 正 交 钥 〈73), 而 运 个 子 (74) 可 以 到 现 成 在 这 子 空 表 中 的 入 
影 运 筑 子 。 在 下 面 , 为 了 简便 起 兄 , 人 简称 投 影 运算 子 为 投影 。 
X08， 字 窒 掉 的 运算 ”在 研究 投影 之 前 , 首 舍 担 及 儿 企 与 子 容 
出 运算 有 关 的 新 汐 念 与 事实 。 我 们 记得 , 两 于 实 间 1 及 工时 黎 
相互 正 交 的, 乃 是 指 :的 主意 元 与 上 的 村 意 元 都 相 正 交 。 设 五 
及 了 是 两 个 相 开 正 交 的 子 空间 ,大 上 是 由 凡 可 以 表示 成 和 
T= mr, MEL TCL (75) 
形式 的 元 zw 所 秀成 的 集合 。 元 和 i 显 然 是 2 在 二 中 的 投影 ， 而 元 
m4 是 2 在 Ls 中 的 没 影 。 如 此 , 雹 2% 表示 碟 肥 式 “756) 的 形式 是 崔 
一 的 。 焦 合 工 和 是 线性 符 。 事实 上 ， 如 果 与 分 解 式 (15) 同 样 , 对 于 
另 一 元 9 也 有 一 分 解 式 一 和 十 go， 而 妇 E ,YSDL2, 那 未 ;十 
十 gy= 《十 胡 ) 十 (3 二 3) ， 而 妇 十 全 7ri A 十 W1s 忆 3， 完 全 同样 
可 以 证 明 : 如 果 %E 工 , 那 来 azE 工 。 更 在 证 明 , 禾 性 禾 工 是 有 阴 的 ， 


R32 第 四 和 证 勒 析 符 过 抽 险 


就 是 襄 工 是 一 子 空间 。 发 z9 是 了 中 的 元 序列 ，x% 姑 是 Za 中 的 
元 序列 ,而 ， | 
J 十 0 32 (70) 
应当 鞍 明 z€ 工 。 福 意 投 影 Pz, 的 速 逢 性 及 Prix 刀 一 0 ，Pra 和 一 
=0 等 事实 ;日 依 (76) 可 知 sf? 地 Prz, 同样 8? 地 Prgo 如 此 
oi 十 Piz 十 Prz。 
与 (76) 上 比较 可 得 
z= Prz+t+ Prz, 
由 此 可 知 zE. 工 。 这 就 是 膏 , 如 果 六 及 是 两 个 耳 相 正 交 的 子 实 
图 , 那 末 几 可 以 用 仅 式 (7 四 骂 示 出 来 的 元 2 所 想 成 的 第 合 是 一 个 
子 空间 五 。 这 子 空 条 三 平 平常 咱 做 子 空间 Z 及 工 的 正 交 和 ,我 个 
写 做 | 
L= Ld Toc (77) 
还 要 注 次 ,也 中 任意 元 > 依 公 式 〈7 昌 的 表示 是 冉 一 的 。 完全 辐 
样 地 可 以 讨论 任意 有 筋 多 个 两 两 正 变 的 子 空 沿 。 裔 了 人才 一 2, 
…, mm) 是 两 两 还 交 的 子 空间 。 凡 可 以 依 公 式 | 
% 一 他 十 妇 十 … 十 Cam TE Dr (b=1, +, nm) C78) 
发 示 出 来 的 元 > 所 姐 成 的 和 集合 是 一 子安 间 工 。 这 子 空间 五 昌 做 子 
实 沿 Lx 的 正 奖 和 1, 并 写成 , 
Lo iL,, (79) 
荆 中 任意 元 2 依 公 式 478) 的 发 示 式 是 哈 一 的 。 还 要 注意 , 人 恢 举 述 
融雪 定理 ,从 公式 (78) 可 得 下 面 等 式 : 
半生 一 fod? + ea? + + lob, 
现在 考察 可 数 多 两 两 正 交 的 子 空间 : Za za, …。 趴 2 是 妃 中 任 
前 元 , 入 是 其 在 荆 ; 中 的 投影 ,就 是 如 从 = Prz。 那 来 依 (71) 
(wy 2) = (Li, We) 一 zs， 


.6， 汪 你 同 闻 元 算 4 333 


cl ee el (80) 
依 左边 的 旧 欠 性 可 得 只 色 部 不 等 式 : 
. Bim sl (81) 
而 注意 平 达 哥 拉 定理 , 互 电 反 这 不 等 式 楼 化 成 形式 
| > ml < <l|zl?。 | (82) 


当 % 培 加 时 , 仅 式 (80) 的 右边 显然 不 培 加 ,因而 左边 也 必 如 此 。 恤 
荆 是 凡 能 使 公式 (80) 两边 于 无限 增加 时 趋 近 于 才 的 元 x% 所 钥 码 
的 集合 。 关 于 集合 荆 中 的 元 ,长 特征 是 下 面 丙 等 式 : 


必 一 三好 (83) 
jzl?= 包 es?。 (8 


现在 证 明 工 是 子 空 阳 。 悉 元 及 属于 了 , 面 必 及 纹 各 是 它 合 
在 基 中 的 投影 。 用 公式 (9 ) 可 写 出 不 等 式 


[+ | (w+ ys) ss[j - 访 m| + -为 叶 | | ]. 
注意 % 及 gE 荆 ， 可 知 汶 不 等 式 的 右边 当 % 无 限 培 加 时 趋向 于 需 ， 
所 以 左边 和 如 此 ,由 此 可 知 zyEL。 三 样 可 以 证 明 如 果 EDIT， 

而 4 是 复数 , 旭 arEz 如 此 集合 并 是 线性 徐 。 番 于 的 用 是 要 添 
浪 荆 是 阴 的 。 噬 es 是 山 于 工 的 元 序列 ， 而 2 0。 必须 狐 明 
ZET。 用 办 及 5 各 各 才 4 及 2 在 政 中 的 投影 ,而 为 号 法 简 电 
起 见 合 

si (oo) ~ 包 wi; (四 =- 翌 oeo 


必 有 筑 放 明 当 无 限 地 增加 时 2 一 sw(%) =30。 由 公式 
入 一 8 人) = (PL) + (20 一 Sm (800) ) + (Sn CD) — son (2)) 
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可 得 
Issn tr) dTs oe + so) ts 2) sn 2) | 
, (85) 
注意 2 一 2， 可 国定 2 值 侦 18 一 2 年 二 6， 车 中 6 莽 预 定 的 正 数 。 
叉 因 状 sn (2 中 ) 一 sn (2) 一 9, (一 2) 是 元 oo 一 3 在 子 空间 巧 ， 
Te …， LL 中 投影 之 和 。 注 痘 不 等 式 (83) 可 知 js (ac 一 sn 有 < 
<[zam 一 2 拓 ss; 二 是 由 不 等 式 (85) 可 得 不 等 式 
上 一 se(9)] <28+ lo" — sn Co") | 

社 意 郊 猎 然 已 经 固定 了 ,而 元 2" 属于 工 , 可 知 对 于 一 切 足 够 大 的 
m 值 ,jz 一 so (2 中 [Se, 所 以 1z 一 sn 人 x) 上 8s, 就 是 说 色 然 5 是 
性 意 的 , 当 Mr 一 co 时 sn (2D) 地 %。 如 此 证 明了 工 是 子 空 尚 。 沙 子 
空 陶 叶 做 子安 闻 Lx 的 正 交 和 ，, 而 与 (79) 相 类 可 以 写成 

L=J Li Ls 二.…。 (86) 
工 中 任意 元 2 傅 仅 式 (88) 的 表示 是 准 一 的 ,因为 元 m% 必须 是 2 在 
天 让 的 投影 。 

我 们 襄 , 子 空间 下 是 子 空间 工 的 部 分 ,是 沸 凡 耻 中 的 元 也 出 
吏 于 工 电 。 汶 时 所 户 子 空间 状 工 一 是 指 凡 荆 中 与 对 四 交 的 元 
所 广 眠 的 集合 。 这 集合 显然 是 子 空 阅 。 和 如 果 我 何 活 示威 卫 -- 至 = 
二 2 , 闭 未 坡 定 再 8; 可 以 写成 = 了 二 MM, 而 子 空间 有 耻 及 4 
其 容 巴 空 舌 工 中 互补 的 。 所 户 子 寄 量 的 积 上 肛 是 指 凡 了 既 在 工 中 
也 在 于 中 的 元 所 独 成 的 集合 。 不 难 永明 这 纺 合 也 是 子 空间 。 这 
积 的 已 义 显然 可 以 适用 于 任意 有 稚 多 或 无 穷 多 个 子 空间 。 

TI07 、 投 影 的 性 贸 。 在 本 节 中 将 葵 与 加 碱 乘 法 及 取 极 限 运 算 
相关 的 投影 的 性 翅 。 所 请 两 个 投影 Pi 及 Py 是 相互 正 交 的 ,是 指 
条 件 1 

P,Pyr=0 (87) 
满足 , 而 在 右边 的 记号 0 妃 基 卖 示 汰 运算 子 。 在 公式 (87) 中 取 共 


下 
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一 一 -一 -一 


疗 运 筑 子 ,并 留意 (38) 及 投影 运算 子 的 自 共 地 性 ,可 知 与 (87) 同时 : 
上 有 公式 

PyPz=0 (873) 
成 立 。 | 
定理 玛 ， 为 了 投影 运算 子 Pz 及 Py 是 相互 正 次 的 , 必须 是 
只 须 子 空间 了 及 和 是 相互 正 交 的 。 : 

先 证 明 必 要 性 。 和 如 果 荆 及 如 不 是 机 吾 正 变 的 ; 那 玉 在 并 中 
必 有 有 一 :元 zo 存在, zw 不 与 工 证 交 。 对 于 这 元 ,可 知 Puzo 一 zp、 所 
以 Pr(Pyzo) 一 Przzo 关 0 这 与 (87) 相 冲突 。 现 在 证明 充 芬 性 。 姑 
果 了 1 开导 末 对 一 团 2， Pys 与 卫 相 正 变 ,所 以 Pr(Paz) =0, 就 
是 褒 公 式 (87) 是 正确 的 。 

定理 8、 为 了 和 了 ;十 上 x 是 投影 运算 予 ,必须 凡 只 壬 于 安 关 
上 发 必 荐 相 瑟 下 奖 的。 总 果 这 条 件 满足 , 藻 末 PP 十 Pu 基 在 
MM 中 的 机 影 运 代 也 。 

” 半 证 明 必 要 和 位 。 蕉 了 PL 二 Pu 是 投影 运算 子 。 闭 未 必然 《全 
《69)) : 


PrPy) (Pr+ P= P+ Py, 《88) 
七 开 插 号 着 注意 她 = Pr 及 P= Pr, 可 得 
了 PPyr 十 PurPr 一 0。 (89) 


从 左边 更 P;, 则 

PiPi+ PrPyPL=0, 《80) 
把 这 等 式 从 右边 乘 Py, 可 得 PPupPr=0, 而 依 (90) , 可 得 公式 
PriPy=0, 于 其 依 千 理 切 ,王政 末 是 相 百 正安 的 。 更 在 认 明 充 
分 性 。 如 果 荆 及 盯 是 相互 正 交 的 , 那 末 依 (87) 及 (871) 、 等 式 ; 
(899 满 足 , 因 而 等 式 (88} 也 成 立 , 就 是 说 (Pr Px)? 一 Pz 十 Py, 白 
依 定 理 18, Pr 十 Pr 是 投 影 运算 子 。 与 这 投影 运算 也 相应 的 子 肉 
并 可 由 下 面 仅 式 定 仙 : 


336 全 四 章 状 答 贡 特 信也 的 询 


y= (P+ Pu) v= Pris 下 (91) 
丽 4 于 必 五 中 的 元 , ,PP:zECI, PusE 及 , 所 以 恢 公 式 (9 了 1) 定义 的 
任意 元 y 属于 了 工 十 开 。 反 之 ， 如 果 芭 局 于 了 工 十 下 的 任 僻 元 “十 四 
而 2E 了 ,56 下, 还 未 在 (91) 中 合 定 mu 可 知 4 一 4 十 9 如 
吐 仅 式 (91) 事 实 上 定义 了 子 空 则 工 十 收 , 于 是 定理 证 明了 。 

我 们 说 运算 子 Py 是 运算 子 Pz 的 部 分 ,是 指 条 件 


PrPy=Py {92) 
“满足 。 罕 这 公式 中 取 共 蜀 运 算 子 ,可 得 下 面 公式 
.arr 一 .aro {92;) 


定理 则 ， 为 了 Pu 是 Pr 的 部 分 ,必须 且 只 须 子 空间 下 是 子 
空间 工 的 部 分 。 这 条 和 作 与 下 面 的 条 件 同 效 : 印 对 于 及 也 中 的 元 
全 
jPxzl <1Przl， (93) 
总 就 二 

Py<Pi, (931) 

如 果 答 件 (92) 满 足 , 取 列 中 的 一 元 z, 那 末 了 yz6o 二 %60; 而 由 

(92) 可 得 Pizo=zo, 因此 V0EL, 所 以 四 是 工 的 部 分 。 凤 之 , 如 
果 了 是 工 的 部 分 , 那 末 无 座 2 如 何 , Pus 届 于 其 , 所 以 也 丑 干 
工 , 因此 Pi(Pys) =Pyw, 就 是 说 条 件 (92) 满足 。 这 时 ， 依 公式 
《921) ,对 于 任意 元 2 可 以 写成 | Paz| = 1Px (CPzz)1 雪 1Pzzl， 由 
此 可 得 不 等 式 (93) 。 弄 在 证明 反之 ,由 不 等 式 (93) 可 知 帮 是 工 的 
部 分 ， 和 如果 不然 , 痢 末 必 存 在 一 元 z 局 于 下 而 不 居于 上。 对 于 
这 元 ，| Przoj 一 zol 而 1Przol < 上 zot E1051, 与 (93) 相 冲 突 ， 最 
后 ,做 ( 姑 1) ,不 等 式 493) 可 以 写成 下 面 形 式 :; (Pis, 2) 之 (Put, %)， 
序 《CPs 一 Pu)z, 2) 尖 0, 由 此 可 知 C83) 与 (93) 同 效 ; 于 是 定理 完 
全 证 明了 。 + 


定理 人 各 .为 了 差 Pr 一 Px 是 投影 运算 子 ， 央 天 县 关 须 且 只 有 分开 是 


mA 


# 
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荆 的 部 分 。 如 果 这 条 体 满 足 , 部 术 Po 一 Px 是 在 工 一下 中 的 投影 


如 了 PP, 一 了 sr 是 投影 运算 子 , 那 末 应 当 
(Pir—Pa) (Pr—Pa)= Pr- Prs (94) 
丽 民 开 括号 ,可 得 
P,P PyPr= 2Py, {94.,) 


从 左边 乘 Pi, 再 从 右边 生 Pr, 可 得 天 个 等 式 : 

PrPyF PirPyPr=2PrPy, PPyPrt PrPr=2PyP, 
由 此 可 得 PPam PaPr, 而 依 (941) 可知 PrPa= PyPr=Py， 
就 足 说 条 件 (92) 满 足 , 而 下 是 工 的 部 分 。 凤 之 , 如 果 履 是 工 的 
部 分 , 就 是 襄 条 件 (92) 满足 ， 于 是 〈821) 也 满足 ， 由 此 可 得 公式 
(941) , 于 是 得 公式 (94) , 因此 依 [981 及 定理 18, Pz 一 Px 是 投影 
运算 子 。 与 它 相应 的 子 空间 可 由 公式 | 

y= (Pr Py)%= Pie~— Puy (95) 
决定 , 其 中 2 通 骂 五 中 的 元 。 元 Prw 及 ua 都 局 于 了, 因为 依 
条 件 于 是 工 的 部 分 。 如 此 公式 (9 申 所 决定 的 元 局 于 过。 现在 证 
明 元 9 与 下 正 交 。 届 : 妇 开 中 的 任意 区 。 那 末 Paz 一 2 而 
(站 7 名 一 友人 2 = (Pw— Pus, Py2), 
把 Py 由 左 项 移 到 右 项 ,并 应 用 条 件 (921) , 可 得 
{Pm— Pyr, 2) (Pa 一 Pa 2) =—0, 

就 是 党, 事实 上 Przz 一 Puz | 及 。 如 此 公式 (95) 所 决定 的 元 9 妥 
于 工 一 妇 。 如 果 入 是 工 一 性 中 的 任意 元 , 就 是 说 %E 了 2 开 ， 那 
末 9 一 Pu 一 Pa 一 Pu 一 wz 所 以 可 知 公式 (96) 恰恰 定义 了 子 将 
天 苑 一 型 , 于 是 定理 证 了 明了。 | 

定理 233、 为 了 积 PyPy 是 投影 运算 于 ,必须 而 且 只 须 Pr 与 
Px 可 交换 ,就 是 说 


PrPy= PyPLr,o (96) 
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a 


如 果 这 条 件 满 足 , 屠 去 P,Py ,是 在 子安 央 LM 中 的 投影 运算 子 。 
条 件 (9 四 之 所 以 必要 . 巧 是 因为 依 (38), PiPy 为 自 波 碾 的 必 
要 且 充 分 的 条 件 下 是 (96) 。 现在 证 明和 如 果 条 件 (96) 满 足 , 运算 子 
PipPy 满 吓 短 件 (70): : 
PP) (Pr Px) =P3 Pa= PrPyo 
如 此 定理 的 第 一 部 分 证 明了。 如 果 % 是 五 中 的 枉 意 元 , 那 来 元 
y= (PP)s= Pr(Pyg) ~» Py(Pig), (97) 
显然 既 属 于 工 也 归于 避 , 就 是 褒 Y 导 于 HH。 反之， 如 果 取 LM 
中 的 任意 元 和 那 末 在 公式 (97) 中 全 2%=wo 可 得 gxo。 和 如 此 奴 
式 (97) 痊 怡 定义 了 子 空间 LHY, 而 定理 完 休 证 明了 。 | 
定理 284， 投影 运算 子 的 驳 效 序列 的 栋 限 仍 是 投影 运算 子 。 
设 也 ,一 卫 , 于 P, 是 摧 影 运 筑 子 。 依 定理 16, 了 是 自 共 辐 运 
算 子 。 在 等 式 下 = 也 , 中 取 概 限 , 可 得 等 式 Pa= 卫 , 由 定理 48 于 
是 可 知 卫 是 投影 运算 子 。 
定理 站， 六 投影 运算 子 的 单调 序列 几 有 往 限 。 
首先 考察 投影 运算 子 的 不 焉 序 现 : 
PisPasPss，…。 (98) 
每 个 投影 运算 子 刀 , 的 范 数 等 于 1 而 为 了 让 明 序列 {98) 的 标 限 存 
在 ,只 须 证 有 明 对 于 任意 元 >, Puz 有 柱 卫 就 够 了 ,就 是 说 要 证 明 : 对 
于 任意 巴 定 的 正 数 s, 必然 有 一 数 开 存在 ,使 
当 nm> > 下 了 时， 和 Pz 一 Pozl 太 as。 (99) 
外 (98) 及 完 理 刀 ， 
JP < | Po < 1Pszls 
而 对 于 任意 ”HPucl<sizl。 各 此 非 负 数 的 不 演 序 列 [Pz] 有 村 
限 , 而 对 于 性 党 于 定 的 正 数 。, 必 存 在 一 数 叉 , 使 
当 nr>m>NH 和 Po? 一 上 Pass?。 
外 他 为， 可 应 把 这 不 等 式 写 或 下 面 形式 : 当 9>> 只 > 有 时， 
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. ((P,—P,)%, 2) < 

贰 为 Ps 是 已 的 部 分 ， 记 ,一 Po 是 投影 运算 子 , 而 依 上 从 不 等 式 
及 (1) 可 得 不 等 式 (99) ; 定理 于 是 证 明了 。 福 意 依 定 开 24; 序列 
(93) 的 极限 运算 子 卫 是 投 有 影 运算 子 , 而 在 不 等 式 ((P, 一 Pn)t, 加 > 
20 中 会 mn 一 0 而 取 极 了 跟 ， 可 得 (( 了 一 Pn)2, 中产 0, 就 是 鹃 

之 Pn。 完 全 同 样 页 诈 校 影 运 算 子 的 沽 序列 也 有 极限 , 而 这 极 股 
也 是 投影 运算 子 。 | 

定理 236， 和 如果 工 .人 一 1，2,…, %) 是 两 两 正 声 的 子 鹤 车 : 那 

末 和 和 


z 训 
万 是 在 子 容 科 
L= Lii Li... Ln 
中 的 投影 运算 子 。 


重复 使 用 定理 20 就 可 以 证明 本 定理 。 对 于 可 数 多 投影 运算 
子 也 有 同样 的 定理 成 立 。 

. 定理 中、 如果 上 (6 二 2、 是 可 数 多 个 殉 项 正 交 的 子 案 

得 , 亲 末 无 穷 和 


3 Pi, . (00) 
帮 基 在 子 空间 
人 L=D+ LiL. (100» 
中 的 投影 运算 子 。 
沪 定 理 26, 运算 予 序列 
2 Pz, (100s) 


乃 是 物 影 渤 算 子 的 不 玻 序 列 ,所 以 焦 定 更 25, 无穷 般 数 (100) 有 守 
义 , 而 其 和 就 是 有 和 淮 和 (1003) 的 极限 , 也 是 一 投影 运算 子 。 证 明 与 
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它 相 应 的 子 空 陆 是 由 到 式 (100;) 定义 的 ,也 很 容易 。 

108. 二 日 估 元 分 解 。 斯 提 鞭 杰 斯 秘 分 ” 自 共 二 运 算 子 的 全 
部 以 后 的 发 展 都 建立 在 一 个 一 般 公 式 上 , 而 用 这 公式 可 以 过 了 示 出 
任意 有 界 自 共 齐 运算 予 。 为 了 建立 这 公式 , 兰 先 必须 介 胡 一 新 的 
重合 概念。 

定义 ”所 异 主 日 位 元 的 分 召 ， 是 指 一 族 依 从 实数 贿 数 ) 的 投 
及 运 算 子 6;,, 而 这 族 满 足下 面条 体 :〔( 荆 ) 当 % 卉 加 时 搁 影 运算 子 
,不 减 ， 就 是 栅 ;, 如果 如 果 岂 >》 泪 未 ES 《2) 存 在 有 穷 乱入 二 4 
及 ^ 一 ,使 人 a=0 及 Go 一 如; (3) 投影 运算 子 人 .人 依 参数 从 有 
边 连 第 ,就 是 襄 


dn So (101) 

注意 , 依 定 更 2 对 于 任意 利和, 当 * 由 左 过 和 赵 向 于 因 时 ,成 

由 右边 总 癌 于 入 时 , 6 的 极限 存在 。 这 稳 限 仍 吓 投影 运算 子 , 用 

计 号 Oo 及 io 者 示 。 信 (101), Buto=@i。 我 们 说 引 5 站 X 

点 处 速 绍 ,是 指 GE,=@。。 条 件 (101) 要 求 投影 运算 予 3 在 每 点 

是 右 速 入 的 。 添加 这 一 条 件 荐 为 了 在 傅 和 的 登 个 项 断 点 处 固 
定 它 它 的 入 。 | . 

我 们 沽 出 主 单 位 元 分 解 6 的 蘑 些 你 雪 ， 训 4 是 丹 使 =0 

的 灌 入 值 的 上 确 界 ,就 是 说 
当 A< 因 时 多 一 0, 而 当 X> 加 时 吕 >0。 (C102) 


二 2% 点 本 身 , 如 果 经 有 跃 变 , 纳 投影 运算 子 巡 :至 等 于 雳 运算 
。 胃 并 才 示 凡 俺 = 吾 的 箱 太 的 下 确 界 ， 由 于 6 ， 在 右边 沁 
可 知 Gy 一 吾 , 而 如 上 好 的 值 可 由 下 而 条 件 决 定 : 
进入 < 有 时 玉 < 召 ; 当 和 之 用 有 时 名 = 加 。 (108) 
如 果 so 是 任意 加 定 正 数 , 那 末 当 入 在 区 阿 fm 一 80, M] 中 变 
时 ， 投影 运算 子 2 由 6 变 到 召 。 此 外 ， 依 定理 22, 可 知 当 jv> 入 


计 , 送 En 一 6 是 镑 影 运 介子 ， 而 下 下 而 公式 成 让: 

SSE E, (HN) (104, 
在 其 Co 一 纪 中 全 数 和 从 左边 趋向 于 jw, 可 知 2 一 no 是 投影 运 

算 子 。 阿 振 可 谢 当 >>> 上 时 舍 .一 和。 是 投影 运算 子 。 介 帮 一 种 

下 面 常用 到 的 未 示 法 。 咒 4 是 -区间 [o, Bl。 合 


AB, =Es— Eso {105) 
如 果 了 及 了 是 两 个 无 会 其 内 点 的 区 锐 , 那 未 依 (104) 可 知 
4 46,=0 《4 及 4 无 公共 内 点 )。、 《106) 


应 用 定理 19 可 知 上 重 的 等 式 与 下 面 的 关系 同 效 :对 于 尾 釜 元 2 及 
YY, 
dGwL4"Ey (lz, Y 是 任意 的 ), (4!' 及 如 无 公共 内 点 )。(107) 
如 果 如 是 区 并 4d' 及 小 ' 的 公共 部 分 , 那 末 依 (404) ， 
dB Lo (105) 
运算 子 可 以 相 加 ,并 可 取 运 算 子 序列 的 标 限 [1071。 这 后 我 全 
可 以 借助 主办 位 元 分 解 6; 来 作 尾 意 连 粮 男 数 的 “新 提 瘟 杰 斯 ” 积 
分 。 避 在 区 疝 [mm 一 sz 上 定义 了 一 个 达标 醒 数 7(X)， 而 se 渤 
一 测定 的 正 数 , 面 数 六 ) 可 以 是 复数 全 的 。 把 上 面 的 区 并 秀 解 成 
部 分 : 
了 一 80 一 和 < 反 和 < 和 < 人 < 和 -< 一 型 {109) 
鹿 对 于 区 更 [一 so 人 的 这 个 分 解 8 作 与 它 相 应 的 “ 黎 曼 -斯 浊 
勤 杰 产 和 : 
0 FD dG fF Ga), (Ho) 


而 vr 是 区 辣 [hsmz, x] 中 的 革 值 。 和 0 是 基 一 六 性 运算 子 。 用 
杀 囊 示 盖 入 一 Na 中 的 最 大 洛 。 下 国 的 基本 定理 成 下: 
定理 28， 对 于 任意 分 解 序列 6,, 如 果 加 .> 0; 那 未 运算 于 
详 烈 0, 有 确定 的 标 阴 。 
首先 证明 两 个 辖 助 定理 。 
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辅助 定 更 1， 如 时 4 用 wu (E42，…, 人 0 是 复数 ,而 0= 
到 24 十 2 十 十 2 半生 zx 是 互相 正光 的 元 ， 卷 琳 下面 的 不 第 式 
碟 交 : 
|- 六 orsl <8ia ， 8 (111) 
其 中 6 是 数 |a 一 ox| 中 的 最 大 者 。 
因为 ow 一 总 aas 六 (0 A}, 
册 此 壶 有 型 达 哥 过 定理 得 
jo aml SB eee 六 lo。 (119) 
叉 由 江 达 语 拉 定理 可 得 
foo eel 
而 不 等 式 (312) 坎 楼 可 以 引出 (11) 玉 ,于 是 精巧 定理 二 明 了， 
辅助 定理 2， 如果 其 区 交 [mm 一 eo， 2 的 分 解 (109) , 而 8 
是 这 区 再 的 基 另 一 个 分 解 
和 80 二 加 Ne 
屠 末 对 十 任 壮 元 x, 下 而 不 等 式 成 立 : | 
. os0— oont <20l)2l, - ; (113) 
”其 中 心 是 两 数 了 (NX) 在 区 草 (Qsx-z a) 及 (四 1, 中 的 最 大 拓 幅 ， 
就 范 品 " 是 满 足下 列 条 件 的 最 小 数 : 序 如 果 a 及 8 属于 同一 区 梧 
{Nx Ax) 或 同一 区 六 {M1, 和 7 那 末 
fo) —f(8) | sa。 (114) 
作 分 解 的 积 56'。 由 轨 解 5 换 成 分 拥 65’ 时 ,分 解 3 的 每 个 部 
分 区 脂 4 分 人 解 记 有益 多 个 区 油 4 6= 工 2， rp)。 和 如 此 ， 和 和 
Giz = flv) dedim 5) 
中 的 每 贰 了 (wk) LE 换 成 和 
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{» Ey) dc 

其中 vp 是 区 于 4 名 中 的 某 值 。 诸 值 v 及 ?和 属于 分 解 3 的 出 一 

区 沿 4;, 从 而 依 (114) 可 得 
FFE) | So (e120, me 《116) 

作 差 。 ow-oww- 启 [76946w- 六 78)422]。 

依 (107) ,对 于 不 周 的 佐 轧 兹 元 46rz 以 及 路 元 LGir 是 互相 

正 交 的 ,而 应 用 尝 达 哥 拉 定 埋 , 我 简 可 以 写成 : 


(oy «Jj'— 这 | fm db- 号 FO) dG im ?C117) 


此 外 ， Le nw dl， 
而 元 Jpese(s= 1 3， …， ms) 也 是 互相 正 次 的。 应 用 辅 肋 定理 1 
并 久 意 不 稚 式 (110) ,可 得 
|f 0 40o- 久 Sf Ov) A Go| <ol hs0l, 
HbR CD, 
ow— awl 1 Ageb, 7) 


留 之 Sin 二 0， Ey SS BR, 可 知 


see, ll) 
而 右边 迪 元 是 两 两 正 交 的 。 由 浴 达 证 搜 定 理 可 知 
el = 总 j4e2ozls， (119) 


于 是 不 等 式 (17) 可 以 写成 下 面 形式 ; 
和 raw 一 -vat 到 四 |。 
完全 局 样本 以 证 明 


1 cai 一 eax 夫妇 [oj ， 
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而 辅助 定理 的 结 苍 直接 可 由 下 泗 不 等 式 得 出 : 
jcsz 一 ca 和 cse 一 costpl 十 [cs 一 cutz]。 

现在 回来 证 明定 理 28。 首 先 我 们 必须 让 明 话 运 算 子 cw 的 范 
数 在 上 边 为 某 一 与 % 无 关 的 数 ? 所 界 , 而 其 灾 ， 对 于 任 涪 元 2) 元 
序列 cuz 有 经 限 , 就 是 说 06,c3y。 如 果 我 们 征明 这 点 , 那 末 不 淮 
团 出 极限 元 y 与 序列 6, 的 选择 无 关 。 事 实 上 ， 如 果 和 ,及 总 是 满 
是 定理 中 竹 储 的 两 个 分 解 序列 , 而 052 玉 9 cx 那 末 分 解 
序列 6, 人 ,6s, 扣 ，… 也 满 是 定理 的 条 件 ,因此 元 序列 v5， owe， 
Tt, Cad 也 必 痛 栖 限 。 直 此 站 谈 可 知 久 = 

更 在 钙 明 上 商 所 发 的 两 烙 给 。 在 和 5; 中 出 现 的 荞 施 duEo 
是 两 两 正 交 的 ,于 是 依 旱 达 哥 拉 定 理 有 

owl:= Sd, (120) 

哟 外， 渍 织 丁 数 了 (%) 情色 对 值 有 界 ， 就 是 褒 ， 存在 一 正 数 p, 使 
|f0)1<p。 由 公式 (120) 可 得 下 面 不 等 式 : 、 


LL 
dosvh* <p? 14GB, 


由 嘴 , 依 (119) , 可 知 joizi <p1zl, 就 是 说 ,对 于 任意 分解 ,运算 子 
ws 的 范 数 不 超过 p。 现在 证 明 元 序列 cag 对 于 和 任意 元 > 都 有 极 
限 。 诚 定理 中 前 条 件 , /在 区 间 [m 一 so， 2 上 是 一 致 速 篇 的 ， 
所 以 对 于 任意 预 狂 的 正 数 s, 必 存 在 一 数 不 , 使 当 mw> 克 时 ,只 要 
和 与 3 属于 苍 解 6, 的 阅 一 个 部 分 区 间 , 那 未 一 定 有 

If 一 FDI<as。 
应 用 辅助 定理 2, 可 知 下 面 不 等 式 成 立 : 

当 包 与 多 > 不 时， Joaw 一 052| 志 2s12zl， 
就 是 说 ,序列 wae 自 收 化 ,因此 必 趋 向 于 某 概 限 元 , 于 是 定理 党 公 
永明 了。 为 了 囊 示 当 无 限 地 邦 从 部 从 区 疝 时 运算 子 序 列 的 梳 限 ， 

自然 可 以 应 用 平常 表示 斯 提 况 杰 斯 积 从 的 方法 : 


z38， 朱 距 仙 元 务 解 。 斯 提 吉 杰 斯 积 他 3 


lim 总 fl 4@ = Fa。 (th 
同样, 为 了 袁 示 当 无 限 地 加 分 部 从 区 间 只 元 序列 (115) 的 福 腿 元 

可 以 应 用 下 列表 示 法 : 
tim 总 fd OoDaBe。 (122) 
完 双 同样 可 以 证 明 ,对 于 区 间 [m 一 86。，M] 的 任意 部 共 区 了 间 

Ea, B81, 相应 积分 

fas, R [faGm (128 
也 存在 。 渤 意 , 在 区 阳 [m 一 eo, 31] 之 外 ,运算 于 2 及 元 ,4 都 保 
持 不 变 值 ,而 由 此 在 有 和 劣 区 车 [wm 一 s。, 2 上 所 取 的 积分 可 以 写 皮 
无 劣 区 间 上 的 积分 : 
f0)a8,={ CDaes 


本 fdasw= | F000, 


如 时 运算 子 8 在» 二 mn 点 处 的 跃 上 度 存 在 , 郑 末 用 Co 表示 宅 ， 
可 以 皂 上 面 的 积 从 转化 成 区 疝 fm，M 上 的 各 从 : 


HH rH . 
| TO A = (Mm) Om + CCB; 


(124 


(125, 
ff Wasw=f mont 7OOdgin。 
由 公式 (120) 交接 可 得 :如 果 在 [2， B61 上 |f() | <p1, 天 未 
机 | za0i| <pil (Gs) ol, (120) 


在 下 面 , 将 把 下 限 (m 一 so) 换 成 加 。 如 此 宇 掉 来 的 在 区 间 Em，Mi 
上 的 积分 等 于 在 区 泣 [mm 一 so 型 1 上 的 积 耸 减 去 了 (Go 荆 
fm) Gur。 
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109. 自 共 二 运 算 子 的 绒 面 数 如 果 了 (NX) 是 实 值 的 , 那 末 oa 
既是 投影 运 药 了 字 倍 实 系 效 的 一 奖 租 合 ， 它 必 仍 是 自 共 王 运算 包子， 
而 当 无 陛 地 弓 分 部 分 这 阅 时 ae 的 元 限 电 是 自 共 思 运算 于 。 全 
了 了 (4) = 入 ,可 得 一 自 共 顽 运 算 子 4: 

| 4-| Xe ， (127) 


™ 


Af 
4z=| NdeErc。 (128) 


公式 (127) 力 足 自 江 未 运算 子 的 至 部 理论 中 的 革 本 公式 。 我 们 之 
得 芭 仅 式 (127) ,是 由 某 主 单位 元 分 解 5 出 发 来 做 的 。 对 于 短 一 
ee eb (127) 做 的 相应 自 共 罗 运 算 子 被 定义 
出 来 。 我 何 可 以 证 明 友 和 定 

定理 旭 ， 对 于 作 ; We 筛子 4， 必 存 在 一 主 时 
位 元 分 解 6, 使 4 由 公式 27) 未 示 出 来 。 

这 定理 的 诈 明 相当 复 漆 ;为 了 不 切断 我 们 的 外 过 ,我 们 扣 这 证 
明 放 在 本 意 末 尾 。 下 面 将 味 明 一 公式 , 依 这 公式 台 可 以 由 月 共 帆 
运算 子 4 次 定 出 来 。 由 这 公式 可 知 对 于 不 同 的 主 帘 位 元 女 解 , 必 
Wy 运算 子 妥 衫 应 。 ' 依 定理 29, 公式 人 27) 娄 现 出 有 界 自 共 

运算 子 的 一 般 形 式 。 各 果 在 和 (11 站 中 全 0) 一 ,并 乘 以 元 y， 
而 后 到 权限 ,六 末 贡 朋 数 积 (46 候 表 成 十 提 荔 杰 渐 积分 的 形式 : 


(de 9) = (Bm W)。 (99) 
如 en 不 等 于 牙 , 那 末 右 边 必须 了 解 做 下 面 的 和 
more D+ ME D), 29,) 


洲 中 后 一 项 积 娘 力 是 焉 常 的 斯 提 蔓 杰 斯 积分 。 我 们 可 以 取 颂 式 
(129) 代替 到 式 (127) 做 为 基础 ,因为 运算 子 4 由 双 和 线性 活 画 完 
全 决定 。 我 个 记得 ， 数 积 {【 弛 2 史 ， 人 省 以 内 合 个 形式 六 为 tg, 二 
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一 多 ,zl 汐 数 积 的 一 次 式 洪 示 出 来 [993 
因为 当时 >Gi, 当 入 增加 时 1 人 2 扩 用 不 ,如 此 ,在 徽 
分 号 下 的 醒 数 (一 般 没 来 是 复数 值 的 ) (sw, 幼 是 和 的 一 个 转变 面 
数 。 加 果 介 y=8, 涛 末 可 以 把 乙 次 省 画 疏 示 成 斯 提 勤 杰 斯 积分 的 
形式 : 
(dz, 2) = 因 Ad(@p, an。 (180) 
在 这 档 形 下 微分 号 下 的 夯 数 (Go 妇 一 1 乃 是 境 丙 数 。 
投影 运算 子 族 人 平常 叫做 由 仆 式 1327、 定义 的 自 共 坦 运 竹子 
4 的 王 而 数 。 我 倍 诈 表 数 mx 与 虹 恰好 就 是 运算 子 4 的 两 办 《分 
在 [102] 中 所 定义 的 )。 把 二 次 泊 画 (4z, 9) 写成 下 面 形式 : 
(dz, 2) =mléenal+ | xdlZel?。 
在 微 牙 号 下 的 乃 是 》 的 一 个 不 减 画 数 。 首 先 抬 % 换 成 mm, 胃 换 成 
开 , 可 得 不 等 式 
ml wl Ar, 2) Em) ounbot MEI Grol — Mand, 3, 
而 钙 然 Sux 一, 可 得 不 等 式 
mhlel?< (de o) < Mol’, 
剩 下 的 乃 是 证 明 办 及 开 各 是 jzj = 工时 (Ax, wm) 的 下 确 界 及 上 确 
界 。 例如 证 明 用 是 上 确 界 。 如 果 8 是 任意 预定 的 正 数 ， 差 ex 一 
一 Er-。= 吾 一 加 -是 投影 运算 子 , 并 及 不 等 于 雳 运算 子 。 发 规格 
化 元 xz 遍 于 与 这 投影 运算 乎 相应 的 子 空 间 。 如 此 刚 (8 一 ,p= 
=2) 就 是 襄 Sw-%w=0, 因而 当 NX< 开 -8s 时 Be=0。 于 是 在 
(30) 中 把 大 换 成 (到 一 引 蕉 全 [2 一 1 可 以 写成 
(dz, 2 > MM-AN(B-ey l= (Me), 
出 此 ; 稣 然 。 是 任意 的 ,可 知 殖 是 当 |e| -= 时 (Az, 人 的 上 确 界 。 
再 介 绍 一 个 公式 。 反 等 式 
“总 RD pr (Es — Es) (1831) 


机 
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中 两 边 都 弱 上 6,, 并 长 入 是 灌 分 翔 点 hx 中 的 一 个 。 如 此 ,人 恢 (104) ， 
当 和 <axr .时 人 2 一 4420， 而 当 入 zj 时 6 di = 
= Li96 一 Gi, 由 此 可 得 

， mb 2 dx 
了 区 极 混 可 得 公式 


9.4= LE 下 WE (> (182) 
及 关于 双生 性 活 画 的 相 类 下 趟 : 
CE ME Gd32,) 


110. 自 共 正 运算 子 的 回 竺 画 数 ”如果 4 是 南下 式 (127) 定 
义 的 自 共 辊 运算 子 , 那 末 对 于 在 区 闻 fw， 对] 中 这 核 的 任意 画 数 
了 () 可 氛 借 下 面 公式 定义 运算 子 了 (4): 


14) = fag,, (183) 


这 在 巡 秆 画 数 了 (%) 与 运算 子 (4) 间 的 对 应 乃 是 分 配 的 ,就 是 说 与 
连续 画 数 of1l%) cafalh) 相应 的 乃 是 运算 子 61f1(4) 十 cafa(d) 。 
玫 可 以 直接 由 积分 (133) 对 于 了 (的 分 配 性 得 出 。 此 外 ， 上 面 的 
对 应 是 夷 法 的 , 就 是 如 与 画 数 户 (M) 疡 ()) 对 应 的 乃 是 运算 子 
让 (4)f(4) 茂 与 它 禄 等 的 运算 子 fa(4)f1(4)。 为 了 证 明 这 层 , 作 
表 数 户 ()) 及 .As(X) 的 和 os 而 取 共 积 : 


fi dg fol) 4 
注意 (106) 及 (108) ,可 以 抱 上 面 的 积 表 示 成 下 面 形式 : 
46 fo dG Df fb) dG (184) 
而 到 权限 ,可 得 公式 
人 PC0a2 pWas,=f FO) 184) 
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这 正 是 所 要 证 的 。 件 陆 着 玉 式 (133) 也 可 以 写 出 关于 汉 线 性 泛 画 
及 一 次 泛 画 的 相应 公式 : 
Fe, WD = FG, ai 


(135) 
CC 0) = | FO Gl, 
此 外 ,与 公式 导 32) 相 类 ,还 有 公式 
ES DE ADac。 900) 
留意 (1341) ,关于 4 的 正 整 数 守 可 得 下 面 公式 : 
4=| jedE， w=l1, 2,8,.) (186) 
而 关于 多 项 式 其 | 
aod" -Fad"1 1 A 
-| (ae Fam tt eet ont and (187) 


在 以 前 全 提 到 过 ,如 果 了 () 是 实 画 数 , 那 末 运 算 子 0, 是 自 共 瑟 运 . 
算 子 , 面 ce 在 极限 , 就 是 f(4) ,也 是 自 江 应 运算 子 。 如 果 在 区 则 
”im, 必 ] 上 (和 ) 之 0, 那 末 依 公式 (136) ,运算 子 f(4) 是 正 的 。 现 
在 小/ 是 复 画 数 FN) 一 9) 十 出 00) 。 那 末 .Cd) 一 2(Cd) 十 
二 四 (4), 湛 中 9(4) 及 (4) 部 是 自 共 加 运 算 子 。 作 出 运算 子 
2 一 9(4) 一 池 (d 来 ; 并 应 用 gp(4) 及 水 4 两 运算 子 的 自 其 
地 性 ,可 以 写成 : | 
(F(A)s, WD = 2, FOA)Y), 

就 是 说 运算 子 (4) 是 与 (人) 其 王 的 。 

还 要 尘 意 某 些 交 横 性质 。 由 你 式 (182) 可 知 对 于 尾 意 值 X 运 
算 子 68, 与 4 交换 。 因 此 对 于 尾 查 什 a 及 B ,运算 子 4E= 24o 一 Gu 
也 与 4 变 模 。 于 是 和 0 也 与 4 交 模 ,而 取 术 限 ,可 知 运算 子玉 4) 
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与 4 交换。 沈 在 环 明 下 而 定理: 
定理 30，、 运 算 子 (4) 与 一 切 与 4 交换 的 运算 子 B 交换 。 
涡 s。 是 趋向 子 雾 的 正 数 序列 。 依 外 尔 史 特 拉 斯 定理 [IT; 1543 
可 知 有 -序列 多 项 式 Pu()) 存 在 ,满足 
BO 一 PDT sa (mAh<H), (188) 
作 痊 


f(b -Pd) = LO 一 PCD1ae，。 


留意 公式 (126) 及 (188) 可 以 写成 : 
1L7(C4) — PA)1cl <endel。 (1898) 

由 不 等 式 (188) 可 知 | P,(X)! <p, 其 中 是 与 无 关 的 正 数 。 如 
此 , 运算 子 P,(4) 的 范 数 依 (136) 不 起 过 2 而 依 (139) Ps (4)-> 
-> 了 (4。 与 4 净 快 的 运算 子 B 与 任意 多 项 式 P,(4) 也 交换 ,就 是 
虞 BP,(4) = 了 P,(4)B。 取 标 限 可 得 Bf(4) =f(4)8, 于 是 定理 十 
上 明了。 在 下 面 , 证 明定 理 29 时, 将 证 明 对 于 任意 和 , 革 西 数 加 与 
任意 与 4 交换 的 运算 子 卫 交换 。 反 之 ,如 果 旦 与 如 交 镍 , 复 末 也 
与 任 演 运算 子 4, 交 儿 ,因而 与 和 (1831) 交换 ,而 取 极限 可 知 尼 与 
运算 子 4 交换。 如 此 可 得 下 面 定理 

定理 31， 为 了 泛 算 子 卫 与 4 交换, 必须 而 且 只 须 对 于 任意 
数 和 4， 它 与 ,都 交换 。 

111. 穆 解 运算 子 ” 使 用 亚 面 数 ,可 以 写 出 染 解 运算 子 的 公式 
素 , 拓 可 以 对 定理 15 作 重要 的 补充 ，。 

定理 392， 如 果 (是非 实数 惑 本 在 区 赔 [ma ee 


人 过 


Lda, (140} 


. 


居室 。 


di. 于 运算 学 8 


恢 定 理 航 条 件 , 对 于 足够 小 的 sc， 西数 ;二 1 在 区 间 fm 一 a， 
计 ] 中 是 连 粮 和 的 。 应 用 仅 式 生 341) 可 得 


Lite ome. 


-oda | ar os) .2.1) 


但 


全 -Dees=4- 枉 ， 


而 (和 红 ) 家 楼 可 以 导 引 出 (140) 来 。 

定理 88， 如果? 局 于 区 到 [m,， MI ,但 在 某 区 并 [a， 6] 之 内 : ， 
并 且 &, 在 [cl6] 之 中 是 不 变 的 ,部 go 一 Eu 那 末 玩 媚 运算 字 已 存 
三 ,并 由 公式 (140) 表 规 出 来。. 

分 解 [m 一 80， 成 三 部 分: [m 一 ay ql， [a, PB] 及 [8, MM]。 
在 区 用 [m 一 8&4, 叶 及 FE6，a1 上 再 数 二 :(X -站 是 连 纺 的 , 而 在 区 顺 
fa, B] 中 6; 是 不 变 的 , 而 对 于 这 区 间 几 运算 于 4x&, 都 是 零 运算 
子 。 把 西数 工 : (一 太 由 两 端的 区 二 延 灶 到 中 间 的 区 末 [a, 8] 中 
去 ,使 它 在 歼 个 区 间 [一 so 了] 中 都 是 速 夸 的 。 用 >(X) 囊 示 如 此 
作成 的 夯 数 。 积 分 值 

B=/ 00al， G40)) 
显然 与 9 (在 区 阅 [La;8] 上 的 位 无 关 。 谈 用 县 式 (134) 可 以 写成 : 
[vas -Dacs= 


= -Deg oa] -Do as 


留意 当 和 技 & 及 入 演 及 时 9 0) =1;(h 一 站 ,而 名 在 区 间 [a, 8] 上 
是 不 变 的 ， 可 得 本 
3 fu 让 
| oo -Das= | ac.+|， dE 0+ (BEs)=B, 


区 


9359 如 四 于 名 惑 拉 特 条 阅 铺 


oe i 


由 此 可 知 红 401) 是 穆 解 运 算 子 。 显 然 可 上 可 和 分 (140) 代 直 积分 
(4400 , 但 须 在 前 者 中 积食 取 做 从 加 一 so 到 w 及 出 有 到 下 的 。 册 
证 明了 的 定理 可 知 如 果 = 属于 [m, HI], 而 它 可 忆 用 一 区 午 复 
效 ; 霸 且 在 这 区 间 中 避 不 变 , 那 末 和 一 1 是 正 贡 的。 在 下 面 定 当中 
将 证 明 ; 这 条 体 对 于 正 妈 点 不 但 是 充分 的 ,而 且 是 必要 的 。 
.定理 引 ， 加 果 对 于 奖 数 从 =! 多 解 运算 于 也 存 在 , 那 未 ? 
因果 对 于 泣 数 值 二! 驹 解 运 世子 及 存在 , 屠 示 人 
必然 位 于 一 个 化 不 变 的 区 阅 [a, 6] 之 内 。 
发 [a, 8] 是 任意 一 个 包含 了 在 内 的 区 间 , 而 46。=66 一 Gs。 
全 称 解 运算 子 的 定义 , 4Euw= 丽 (4 一 盏 )48uz。 但 能 (1823) ,我 
们 可 以 写成 : E 
(4—1B) se r=) (一 Don， 


如 此 52=B| Dag] (a<i<By, 
用友 求 示 运 算 子 马 的 范 数 : 
146 zj < 十 - -Deal 42) 
在 区 间 [a, Bl 上 ,一 于 <B 一 a, 直 (126) 不 等 式 (149) 变 成 不 等 式 
[46 rl <N(B—a) 4Ee ll (143) 


取 包 含 在 内 的 区 出 [a, B8] 足 够 小 , 使 不 等 式 本,(B8 一 4) <1 让 
立 。 于 是 由 不 等 式 (143) 次 楼 可 得 上 46,wl =0, 就 是 裔 ,Gs 一 6s， 
于 是 区 泗 [a, B] 就 是 合 8; 不 变 的 区 更 。 
总 稿 定型 33 及 34, 可 得 下 面 的 系 :1 : 

系 1， 实 数 什 和 是 焉 贡 点 的 必 标 县 充 公 的 条 件 下 是 和 似 于 一 
个 位 @; 不 变 的 区 天 之 内 。 

由 这 和 肥 作 搂 可 知 , 如 聚 某 一 实数 和 是 正 旭 点 , 闭 栗 凡 与 这 值 和 
足够 邻近 的 实数 阳 必 是 正 妈 点 ,就 是 说 ,路 正 妈 点 和 粗 臣 实数 轴 上 
的 一 个 开 入 合 ,所 以 可 得 : 
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采 2， 自 并 二 运算 子 的 训 中 荐 点 奶 成 实数 上 的 一 个 到 集 
会 。 

112. 隐 解 运 览 子 的 性 质 及 反 演 公式 现在 钱 述 沼 解 渤 算 子 
的 几 个 简 罩 性 质 , 这 些 性 质 可 以 霸 楼 虫 重 解 运 算 子 的 定义 及 公式 
(140) 得 出 来。 

定理 站 ， 对 于 任意 两 个 非 实 数值 7 及 上 4, 瑰 解 运算 子 满 足下 


型 右 程 : 


? 


Ri~ FR, = 人 一 hi) BRRs, “ 《144) 
R= Rr, | (145) 
面 如果 Be- Ro=0 对 于 茶 一 {成立 ; 那 末 2 三 0。 
公式 (144) 商 接 可 以 由 等 式 
1 


| 
| Te Xe 一 es (7 一 中 | Re NR- a 
: 得 出 ? 因为 右边 的 积分 芒 是 积 积 
胃 关 14 六 和 de 
的 极限 。 为 了 趟 明 (145) , 先 写 出 Ri 的 双 线 性 活 西 表示 式 ; 
(Re WD =) HG, DD), (146) 
及 一 系 效 显明 的 等 zs: 
re 
(BR, Y) -| 二 icC 3 -| dGy, ¢) 一 
、 一 (Rry, 2) = {Zz， Riy) 3 
由 此 可 得 (14 外。 最 后 , 如 果 w==0, 那 末 依 驹 人 解 运算 子 的 定义 ， 
Z= (4 一 西 )Bw=0。 上 上 面 的 证 明 将 在 下 和 面 直 用 [57T3 在 积分 
(146) 中 ,如 在 [108j 中 上 所 指出 ,可 以 把 积分 区 间 取 成 (一 oo0, -+co)， 
”而 在 微分 号 下 的 醒 数 是 入 的 轩 变 图 数 。 合 1 一 o-+ 记 ,而 引用 柯 西 - 
斯 提 勤 杰 斯 反 演 公 式 130] ,可 得 用 和 耶 解 运算 子 卖 现 训 画 数 的 公式 ; 
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去 Eeer， D+ (Garom, Yl 


1 
-= lim pa (Rw ~ zt) Y) do (147) 


如 果 入 是 @ 的 束 逢 点 , 那 未 上面 公式 的 左 动 等 于 (GE,c, 内。 在 间 
断 点 处 的 (832, 9) 侵 由 右 吉 村 性 决定 。 注 意 , 税 解 运算 子 Ri 由 下 
式 (127) 中 的 运算 子 4 决定 ,而 由 公式 和 7) 可 知 如 果 已 知 一 个 预 ， 
定 的 自 夫 环 运 算 子 4, 由 只 有 一 个 豆 画 数 ,使 4 由 公式 (1327) 表 现 
出 来 。 再 注意 , 依 定理 30, 对 于 不 同 的 1 庄 是 让 交换 的 。 

113. 固有 值 与 册 有 元 应 用 欠 面 数 可 以 很 简单 地 决定 人 出自 
共 蜀 运算 子 的 固有 值 及 辐 有 元 来 。 

定理 36， 计 4 是 自 共 坦 运算 子 , 药 庙 画 数 是 2, 那 末 入 = 和 
是 乞 的 加 有 和 翁 的 必要 且 充 分 的 条 体 乃 荐 点 hs 是 男 数 6. 的 一 个 癌 
归 点 ; 即 6 一 Guo 之 90。 这 时 和 如 果 Me 是 与 固有 值 Xo 相应 的 固有 
元 所 栓 戌 的 子 寄 出 , 那 末 6 一 Se 就 是 在 子 空 间 Mo 中 芍 机 影 运 
舞 子 。 

酸 MM 是 与 投影 运算 子 2 一 ,0 相应 的 子 空 疝 。 和 如果 加 是 
3 的 玉 炽 点 , 闭 未 开 。 乃 是 由 雾 元 独自 租 成 的 。 示 定 还 的 证 明寺 
是 蜂 糙 臣下 征 两 全 命题 : 和 如果 zoE Mo, 那 末 (4 一 加 可)w%o 一 0, 而 反 
之 ,如果 (4 一 各 加)zo= 二 0, 那 未 zo 和 M0。 如 此 , 首先 总 zo 了 Yo, 就 
是 说 人 @ 一 多 ozo 一 加 。 这 时 多 wo 一 z 次 要 成 立 , 所 以 om 二 
=0。 留 意 G 在 和 增加 时 并 不 减 , 可 知 当 和 > 和) 时 Fw 二 %6, 而 当 
入 <6 轩 2m 一 0。 把 公式 (128) 应 用 到 元 m 上 去 : 


4m= | MiGs; 
而 在 作 和 os 时 可 融 ) 是 俘 点 。 依 上 奋 所 貌 ,除却 一 个 之 外 ,一 切 


差 4uExzo 都 是 零 ， 加 Xe 的 那 区 间 和 入 . 
应 者 ,就 是 


3. 固有 次 与 加 壮 元 3855 


A - 一 一 ame - 心 一 -- 一 一 一 一 


dro am LoS 一 加 yo， 
其 中 ho 一 a 所 vo 世 ho 。 取 村 了 织 ,可 得 
| Ato—= MO— Fa) vo 
但 依 条 件 zeE 寻 。, 所 以 上 面 公 式 的 右边 等 于 Xowmo, 就 是 说 mo 满足 
方程 (4 一 斩 )x。 一 0。 吏 在 反之 他 必 满 足 这 方程 , 并 进而 证 暑 
moEMo。 由 (4 一 zo 一 0 可知 
《(4 一 )o 民 2zoy 20) =0, 
而 如 用 斯 提 勘 杰 斯 积分 表示 双 线性 泛 醒 ,可 得 


下 
[0X06rol:=0。 (148) 


积分 号 下 的 画 数 (% 一 ho)? 是 非 负 的 , 而 在 微分 号 下 的 汞 数 乃 是 
的 不 减 话 数 。 册 此 可 知 积分 (148} 的 一 切 元 部 是 非 负 的 ,而 这 积分 
在 积分 区 并 的 尾 沪 部 分 上 的 积分 管 必 剖 等 于 存 。 取 菜 正 数 8, 本 
以 写 研 


uM 
| (一 Xo)saleEioojs=0。 (449， 
+ 


履 积 分 范 数 (X 一 Mo)? 在 积分 区 间 上 这 82, 而 由 公式 (149) 更 可 以 知 
道 


m 
oalEeop=0， 

就 是 盟 + 
asthzof?— 9m =06 
旗 然 5 是 任意 的 ,可 知 当 Xi 时 Gaxo=z。 完 人 至 同样 岂可 以 证 明 
当 和 < 和 时 Zao=0。 出 此 座 接 可 知 ao 一 im (Core 一 人 yzon 
一 (6,, 一 ,0)%0, 而 定理 完全 证 明了 。 

员 空 章 召 是 可 分 的 。 这 时 在 与 菜 一 固有 休想 应 的 固有 元 所 租 
成 的 每 一 子 空 尚 中 , 可 以 取 这 子 空间 的 历 提 黎 化 正 交 租 。 这 和 姐 可 
印 由 有 益 多 或 由 可 数 多 元 钥 成 的 。 这 数目 决定 了 衫 应 固有 有 什 的 著 
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-一 一 一 一 -一 一 一 一 一 ~ 一 一 -一 - Ne 


数 。 我 们 知 闭 ,与 不 同 略 有 值 相 应 的 加 有 元 是 互相 正 奖 的。 如 此 ， 
在 每 一 固有 元 的 子 空间 中 作 开 的 规格 化 正 交 组 ,可 得 五 中 一 租 规 
格 化 正 交 元 。 估 五 .的 可 分 性 这 扔 由 有 穷 多 或 可 数 无 穷 多 元 组 应 

ma ray oa …。 dl5o) 
内 此 直接 可 知 , 如 存在 有 园 有 值 ， 那 末 汇 数 是 有 穷 碟 本数 无 穷 的 。 
租 (150) 中 的 每 个 元 与 某 一 固有 值 相 应 ,和 曾 如 此 我 们 可 得 -序列 固 
有 有 秆 : . 

His Hay jsr 9， (151) 
而 固有 元 w% 与 固有 值 jx 相应 。 和 如果 荣 一 辕 有 丛 的 秩 是 7, 源 末 这 
辕 有 值 在 序 询 (I 红 ) 中 出 现 ? 次 。 如 果 r 一 co, 闭 末 这 加 有 值 在 蒜 
序列 中 出 现 无 穷 穴 。 用 hy (二 4,2,…) 跨 示 '@ 的 山 断 卜 ， 而 用 
全 跨 示 相 应 的 图 有 元 子 空 间 , 我 们 可 以 写成 : 


: Pris= Gh — E00 (152) 
作 子 空 效 Lx 的 正 奖 和: 
刀 ' 一 五 十 瑟 于 十 。 (153) 
我 们 知 记 ,在 子 衬 尚 丸 ' 中 的 投影 运算 耶 耻 下 面 公式 发 出 : 
P= Ps,,+ Pir, Pr o (154) 


子安 二 瑟 ' 力 呈 由 凡 可 以 弄 演 格 化 正 交 组 愉 50) 中 的 元 由 了 收 伍 般 
数 
光一 Ga91 Gara + dats (155) 
雪 示 出 玉 的 元 2 所 组 成 的 耶 空 测 。 - 
114. 纯 点 谱 ”我 们 说 自 式 地 泛 算 子 4 有力 点 讲 , 是 指 规 机 
化 正 交 租 (150) 在 空间 五 (可 分 的 ) 中 是 阴 的 。 芝 与 下 面条 件 同 效 ， 
前 公式 人 4583) 定义 的 子 空 间 五 与 五 重 合 ,这 出 等 于 悦 , 公 式 (L54) 
定义 的 投影 运算 子 Pr 是 不 变 映 像 ,就 是 说 ; 
了 B=- 忆 Po。 - (156) 
把 这 奴 式 两 边 汪 以 8, 才 广 意 当 A< 和 时 (6% 一 G4-0)54 一 0, 而 


= 


1145 党 准 的 铺 坚 沦 Ba 


当 > 地 (Gn Sno) dmd -03 可 以 用 这 挝 影 运 算 子 的 
跃 度 表 了 东 人 6;: . 
1 人 Pr. 一 2 (Fm Co)。 (157) 
在 所 考察 的 情形 中 任 总 苑 和 由 起 数 (155) 霄 示 ， 其 中 xx 是 和 相关 
于 秀 忆 50) 的 清 立 时 系数 。 在 公式 (155) 有 4 提留 
意 dtr = nzxs 司 得 

4z 一 习 asszrs (158) 

. 取 其 与 9 的 数 积 ,天 用 如 表 元 的 傅立叶 系数 ， 艾 由 设 ; 

B=(y, 2 Bs= (ts Ys 


可 得 双 栈 性 活 泵 的 窒 示 式 : 

CAs, 从 = pd o (159,- 
会 y=w, 可 得 二 次 江东 的 公式 : - 

(ho; oD) = Di lol, Gec 


这 与 示 二 欢 型 ( 埃 尔 密 特 式 ) 为 至 方 和 形式 的 公式 完全 根 类 由 。 如 
了 此, 在 重点 壤 的 情形 中 运算 子 4 及 其 相应 的 双 姥 性 泛 醒 及 二 次 江 
匣 都 可 以 很 奖 罩 的 借 规 客 化 正 交 组 (150) 安 示 出 来 。 现在 来 考 罕 
所 怖 炖 速 攻 的 珊 。 

i115， 澡 释 的 简 妊 访 ”我 们 说 自 共 列 运算 子 4 有 入 过 篇 议 、 
是 指 准 函 数 乡 . 对 于 一 切 六 值 都 是 速 千 的。 我 个 的 任务 是 对 于 鲈 
连篇 磷 的 情形 作出 与 上 节 中 公式 相 类 的 公式 求 。 首 先 必 须 介 绍 一 - 
个 新 概念 。 

芒 。 是 五 中 的 其 一 各 合 , 丽 0 23，…, 2; 是 虱 于 6 的 几 个 五 
元 。 用 任意 的 系数 6 作 它 全 的 一 次 租 合 臣 cx 十 capa 十 二 0 
五 由 凡 可 以 如 此 吉成 属于。 的 有 劣 个 元 的 一 次 棚 介 式 的 元 显然 料 
成 一 缠 性 乌 工 。 再 介绍 一 新 椒 念 。 

定义 ”所 痕 及 中 一 六 部 分 集合 e 的 阴线 性 精 , 是 指 上 三 所 说 的 
那个 弹性 锋 荆 的 针 包 。 
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于 起 柱 鞭 电 于 : 罕有 间 , 而 局 于 并 的 元 x 条 特征 乃 是 下 蜀 的 性 时 : 
对 于 任 痘 预定 的 正 数 6, 必 存 在 居于 6 的 月 宠 和 元 2、 ra， py 
及 数 ,满足 
和 一 《ct 人 十 Dee2 十 二 Co Ts ， 
显然 , 凡 é€ 中 元 的 可 15 穷 一 葡 组 合式 都 号 上 进 子 空前 中 的 元 2Lo 
设 避 是 具有 范 速 小 询 的 运算 子 的 请 画 数 。 注 意 ,在 这 情形 下 
Gm 一 0。 取 一 个 不 等 二老 元 的 元 +, 工作 元 
Em {181) 
的 集合 , 其 中 入 通才 从 忆 虱 1 的 一 甸 值 。 用 C。 发 猎 苑 (161) 的 并 
线性 藉 。 对 于 豆 中 的 任意 元 yy, 可 以 作 与 它 相 应 的 和 的 这 炉 砍 数 
Pylh) 一 (9 EX)， (162) 
这 画 数 是 然 对 于 y 基 分 配 的 ,就 是 设 : 
| Poprse MN = 0pyh) 士 3200)。 
化 外 , 作 下 者 两 全 》 的 速 续 页 数 : : 
PO (Br, mer); BN) = Oy, Eley (168).: 
我 们 知道 , 当 和 二 元 册 ， 这 了 丙丁 数 者 不 藏 。 如 时 4 是 任意 区 并 
[a, B81 , 那 末 对 于 任意 西数 (和) 引用 村 常 的 记号 
4 一 CUB) 一 re)。 ， (163,) 


网 如 : dp 一 (03 2 {Ea — Eu), 2), 
就 是 说 : . 
dp = 1 48,el’, (164) 
闻 料 ， ; 
48y( 一 Go 2 。 (C165Y 


对 于 画 数 or) , 则 
Apy tM) = gy, AGm) = (gy, CAG, Ye) ~ {AB gy AE Mm), 
所 以 : 依 不 等 式 ( 6 ): 
i do Wl elaASeh :ASN, 
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就 是 说 lAgyth) [sdpo(X) Af, A) 

由 此 可 以 看 出 ,下 面 的 积分 存在 : 
dps) dp 至 Ge 和 8 a 
| ny dp A fj -| ep > C0 


我 们 在 下 面 将 证 明 , 如 果 yEO,, 嘟 末 这 积分 等 于 jy 位 。 分 解 区 间 
Lm, 人] 应 部 分 区 则 ArlH=1, 2, es n) ,并 作 和 空 陪 及 中 的 元 加 下: 


dz 
Ip WD 


各 果 在 区 曾 4 上面 数 p() 是 常数 , 痢 末 64Giw 一 0, 而 相应 的 式 
(167) 汉 有 意义 。 我 们 渴 定 在 下 曾 绩 公式 中 抛弃 这 种 没有 意义 的 
项 。 依 (107) 及 (164)，(367) 中 其 余 路 元 是 互相 正 交 并 且 规 格 化 
的 。 元 y 侯 粗 (167) 取 的 傅立叶 系数 乃 是 
(gf dS} dapy(N) 
TaoU 一 Vdo0j。 
元 y 与 其 傅立叶 胡 数 之 凑 的 范 数 平方 可 以 雪 成 [95] 芭 式 


-~- 安 和 8,0) = | 中 2-- >3 -i (168) 


由 此 得 上 只 色 勒 不 等 式 
SL <Iy, (189) 
而 当 钳 部 分 区 加 蓉 小 时 取 枉 限 ,可 得 
-RE (70) 
定理 37、 如 果 YEC-, 那 末 下 而 仪式 成 总: 
Lid Gey 


和 如果 YE€0s, 新 未 弃 然 Co 是 庄 Ex 的 阴线 性 畏 ， 对 于 任意 预 
定 的 正 数 8, 必 存 在 ENop 中 的 有 盎 和 多 个 元 Eaz(s 呈 2，…，2)， 及 
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几 个 数 使 
y— odots, fal<e, (1792) 


， 取 庄 成 入 ($= ,2,…, 9) 做 区 秋 [mr, 2 的 分 点 , 于 补充 上 X= 
二 2 Mp41 二 民 ,和 如果 它 习 不 在 庄 入 之 办 。 用 ds (s=1, 2， 2 为 十 荆 ) 
雪 示 如 此 得 出 的 尾部 分 区 六 人 -di xx]。 于 是 EN.=0， Fi,,, 二 蕊 , 圭 
可 引用 下 常 的 记忆 dE = EB 而 写成 | 
[2 = Ag; GE ms A 十 dd 人; 
,= MG, E+ A 
出 此 出 现 于 (172) 中 的 赦 [Re 的 一 次 组 合式 可 以 表 成 庄 的 
一 次 粗 合式 ,而 天 式 (172) 可 以 表示 成 下 首 形 式 : 
4 二 当 54EMe+a， js es， 
其 中 党 六 是 新 系数 。 换 句 辣 说 ， 
jz- 3 54Ce|<e。 
如 洒 把 该 式 中 的 稳 换 下 元 4 依 测 插 化 正 交 尊 [851 
人 
TE (s=1, 2, .…, P+1) 
所 取 的 人 蚀 普 时 般 数 , 郑 末 上 库 的 不 等 式 更 必 成 立 。 如 此 , 例 (168)， 
不 等 式 (172) Whee 


2 区 | 和 2 < 
SA py WN .， 
就 是 观 Spb 


”与 导 70) 比 较 , 并 注意 s 是 任意 的 ,可 知 不 等 式 (469) 中 的 和 的 上 确 
DO 应 用 这 公式 及 公式 


CHOTA 守 y+ 


115. 池 裁 的 箭 理 儿 861 


可 知 对 于 出 于 0。 的 及 更 一般 的 公式 


dp (ds 
人 (73) 
盛开 ,其 中 、 

Pekh) 一 {2， G2) o ， (1621) 


为 了 推出 关于 双 线 性 泛 曾 的 相 类 公式 ,我 全 证 明 一 个 定理 。 
定理 38 如果 YE Ce, 卷 林 CW 及 4 也 鹏 于 Co。 
白 然 YE Co 那 示 或 者 是 元 Dz 的 一 个 有 穷 一 次 组 合式 
y= sw, (174) 
或 者 9 是 如 此 一 次 租 合 式 的 和 极限 。 在 第 一 情形 让 
2 一 - 访 OGG Do 


但 全 (i104)， 当 和 s 和 时 EC 一 GE， 而 当 )> 刀 这 ，Z 一 站， 就 
是 训 节 ;y 是 Co 中 元 的 有 和 涛 一 次 租 合 式 , 于 是 人 
Ca 中 有 穷 一 区 组 合式 的 极限 : , 


yi 各 dveira， 


Hs ml 


闭 未 . CE 一 lm oO Bt, 


. 就 是 说 El; 是 Ce 中 有 穷 一 次 契合 式 的 枉 限 , 因 此 在 这 情形 中 
BYyEOso。 优 (128) 元 Ay 是 4 的 有 上 穷 一 次 组 合式 的 极限 。 依 -上 
玖 让 明和 过 的 , 任意 8.yECa 因此 凡 By 的 有 盆 一 欧 组 合式 思 于 
Os., 所 以 这 些 有 穷 一 次 租 合 式 的 术 限 也 属于 Cs, 因为 O 是 将 空 
六 ;就 是 说 49EGCe, 于 是 定理 证 妈 了 。 

如 此 可 以 在 公式 (178) 中 把 y 换 成 4g。 

如 此 wov (入 换 成 画 数 [ 参 员 人 129)] 


af 
p40 = hy, G8) ={ pa CG Ein) = fp ly, 2， 
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而 留意 (0 人 及 (69) ,可 得 : 
p40) = pap), 
而 由 到 式 (178) 得 


(上 pasgv 人 ho) 让， "dps: See 
(Ay, 2) a 2 PTXy 7 
注意 黑 林 格 尔 积分 的 性 里 [36] 可 得 公式 
(Ay, 2) = | Ape (176) 


， 此 分 , 焦 (271) , 当 无 限 地 瘾 分 覆 部 分 区 闻 4 时 ， 在 公式 (168) 右 边 
.的 式 子 趋向 于 零 , 所 以 


4. os) . 
去 dt) Maye 


上 面 和 的 赃 顶 都 是 瑟 中 的 元 ,而 这 和 的 极限 自然 可 以 写成 黑 灯 格 
尔 积 分 靖 形 式 ,如 处 理 下 党 和 时 -一样 : 
i gp, (CN) 
Ce (176) 
如 果 凡 hy 代 兰 y 而 引用 这 友 式 , 闭 末 与 推荐 从 式 (176) 他 一 样 ， 
用 所 的 扒 可 以 得 出 


.因而 | Me 
dbsdy, (7) 


注意 使 用 相 奖 的 和 及 罕 互 中 取 极限 ,可 以 一 般 地 定义 互 中 元 的 时 
林 格 尔 积分 。 现 在 不 招 公式 (173) 及 (176) 应 用 于 元 Ay 上 , 而 把 
它们 应 用 于 元 6,y 上 去 ， 小 19 也 属于 0。， 而 pr 是 区 昌 [m， za 
中 的 一 个 定数 。 郑 玉 
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人 ,Co 人 如 果 和 二 io 


， 入 i 你 2 mm .A ER 
Pes N= (Gr, G0) = (Y, Sub) 6,0) 和 如果 和 之 上.， 


就 是 说 

gy (h) 当 和 < 时， 
y (A) 一 

; Pel0) te 当 和 > 时， 
河 由 上 上 加 的 公式 度 配 可 得 

Co 
fa do CN) 
Sy= 了 人 的 en (1761) 


留意 公式 (473) 与 推广 的 于 性 方程 周 效 ,而 公式 (47 四 及 (477) 与 上 
节 的 公式 (159) 及 (158) 同 效 。 在 本 节 中 的 旗下 式 里 ,会 侵 设 y 及 
z& 0。。 我 们 说 自 并 应运 算 子 4 有 人 简 坚 的 这 秆 庙 , 是 指 互 中 存在 
一 元 z, 使 0 与 互 重合 。 如 果 这 条 件 成 立 ,而 了 到 做 上 面 所 窒 的 
元 , 那 末 上 而 的 落下 式 对 于 五 中 的 任意 元 9 及 + 都 成 立 。 

116. 不 变 守 实 间 了 ”为 了 研究 非 入 旭 的 连 粮 庄 及 混合 雍 ( 就 是 
铝 固 有 元 存在 , 但 并 不 钥 成 轩 粗 的 和 情形), 那 末 我 们 必须 首先 介 表 
一 新 概念 ,并 证 明 一 些 事实 。 

定义 、 子 空间 工 呈 做 运算 子 4 的 不 变 子 空间 ,是 指 下 而 的 条 
件 成 立 : 和 如 果 2SL, 那 末 4pE 工 。 光 时 我 们 也 说 :工科 攀 4 

让 定义 的 意义 是 如 下 的 。 如 果 了 简 狗 4, 壮 来 运算 子 4 可 以 

哩 垫 看 做 是 定义 于 工 中 的 运算 子 ， 而 了 工 或 者 是 有 劣 维 的 ,或 者 可 
永和 看 做 是 希 蔓 柏 特 空 亲 。 换 句 市 品 , 定义 于 整个 吾 上 的 运算 子 4 
州 导 出 一 个 定义 于 工 中 运算 子 ,而 这 解 导出 米 的 运算 子 对 于 工 中 
的 元 与 4 的 作用 相同 。 在 个 别 的 不 变 子 空 得 上 洪 察 4 可 以 简化 对 
于 4 的 研究 。 如 果 4 是 互 中 的 自 共 示 运算 子 , 那 来 它 显然 在 五: 
的 枉 意 不 变 子 空间 中 也 是 自 夫 亏 运算 子 。 在 下 面 将 只 就 自 共 瑟 泛 
筑 耶 来 考察 不 变 子 空间 。 
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定理 89， 如 果子 空 疝 节 售 罗 自 臣 蜀 运 算 了 于 4, 那 末 其 相 补 
子 袜 润 女 一 的 人 的 且 有 你 


RN 


PiA=AP,, | (178) 
如 果 工 简 符 4, 名 末 当 zELI 时 44EL。 必须 证 明 当 zl] 工 
讨 , 4x] 工 。 胃 2 是 工 中 的 尾 意 元 。 加 此 4zE 工 , 所 以 
/ (dr 2) = (2, 4z) 一 0， 
于 是 定理 的 第 一 部 分 证 明了 。 误 在 证 胃 条 件 (178)。 首 先 写 出 显 
然 的 等 式 | 
Azr=APit+ A(E— Py,)%, 
如 果 工 简 税 4, 那 来 4(Pre) EK, 而 依 上 面 网 才 证 明 过 的 ， 
AT( 召 一 Pz)w]E& 如 一 工 ,所 以 右边 的 第 一 项 是 dz 在 工 中 的 投影 ， 
就 是 说 Pi 4%=APzz 对 于 任意 2 成 袜 , 于 是 (178) 的 必要 性 证 明 
， 了。 友之 机 (178) 漠 足 ,而 2ELI, 如 此 4z 一 4(Pre) = Pi(4z) ,就 
是 说 4p GE 工 , 于 是 定理 完全 让 明了 。 应 用 定理 巴 , 可 以 得 出 上 面 
定理 的 一 个 直接 推 省 来 : 
系 子安 用 工 入 六 和 4 的 必 双 有 充分 的 条 件 乃 是 对 于 任意 和 ， 
工区 移 区。 . 
定理 4 如 果 五 相 严 交 的 弦子 宏 间 工 .(% 二 1, 2,…) 都 箭 穆 
总 , 法 六 全 E 介 的 正 交 和 
五 一 瑟 寺 了 十 十 … 


也 简 铭 4。 
依 定理 的 条 件 4 与 一 切 Pi。 交换 ,所以 沁 与 它们 的 和 
Pm Pat Pit Pr,+ 
交换 , 于 是 定理 证 明了 。 和 如 果 4 有 关机 人 定 湿 各 仍 
旧 成 立 。 
.现在 指出 与 自 共 顿 运算 子 的 不 变 子 空间 这 个 概念 相 联系 着 的 
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几 个 事实 。 如 采 按 影 运算 了 Ps 与 投影 过 叶子 ,光志 , 闭 来 工 位 
的 Pv, 而 运 繁 子 Px 在 工 中 衣 导 出 在 子 空间 Zaf 中 的 投影 运算 
子 Pzw。 再 讼 荆 位 物 4, 闻 来 它 也 篇 物 并 的 庙 效 数 了 ,。 用 4 中 及 
6 中 表示 运算 子 4 及 6 在 荆 中 诱导 出 求 的 运算 子 。 不 难 证 明 人 2 
是 对 于 的 主 昌 位 元 分 解 。 知 果 在 公式 (128) 中 ,2E 工 ,部 来 可 以 把 
4 换 成 AD, 招 名 换 成 25D, 而 EU 是 定义 于 研 中 的 运算 子 4@? 的 
猫 丽 数 。 僚 (1499 工 也 前 狗 泛 算 子 4 的 带 解 运算 子 马 ; 面孔 在 瑟 
中 诱导 出 运算 子 49) 的 驳 解 运往 子 。 帘 40，42 CVD，22 是 站 
共 国 运 筑 子 4 及 8; 在 不 变 子 鹤 并 开 发 其 相 补 子 鹤 天 五 一 工 中 请 
导出 来 的 运算 子 , 而 ?一 妇 十 2 2 一 弓 十 扩 是 汪 及 % 在 五 及 五 一 瑟 
中 的 分 解 。 显 扑 
Avw= ADm TAA; Bw— Dm + | 
(4z, 9 = ADV, 的 十 (dpoy 的 。 
当 牙 解 五 为 有 闪 多 或 可 数 无 穷 多 相互 正 次 的 子 空 间 时 , 著 这 些 书 
空间 义 都 简 胃 4, 那 来 有 相 类 的 五 式 成 立 。 整 个 空间 互 及 零 空 闻 
《部 是 由 零 元 一 个 元 租 成 的 子 空 闻 ) 是 任意 运算 子 的 不 变 子 空 因 。 
如 果 一 运算 子 没有 此 外 的 不 谈 子 空 星 , 那 末 这 运算 子 叫 做 既 较 运 
算 子 。 凡 与 运算 子 4 的 某 一 加 有 和 值 Xe 相 庶 的 固有 元 所 和 组成 的 于 
空 侧 是 4 的 一 个 不 变 子 空 泣 , 而 在 这 子 空间 中 运算 子 4 的 作用 时 
猪 为 对 元 线 以 数 Xe。 如 果 如 是 与 圈 有 值 Xe 禄 应 的 一 个 加 有 元 , 那 
末 凡 做 aa 形式 (9 是 性 意 复数 ) 的 元 所 粗 成 的 集合 由 是 简 狗 4 的， 
一 个 子 空间 。 如 果 Lx {p=1， 2, 0) 是 让 共 辐 运 算 子 所 的 请 固有 
“元 所 成 的 一 切 子 空 并 , 那 末 其 正 交 和 五 ' 也 简 移 4。 训 4 及 强人 
是 运算 子 4 及 ,在 瑟 ' 中 州 导出 来 的 运算 子 。 人 外 (152) 及 (1854): 
一 完 4(6%— xx- 0 | ei 
(180) 
Sn— DEG Em) = DB (Co 一 Geo 


{179) 
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就 是 及 ，CX 妇 业 为 醒 烽 6 在 满足 条 件 As 的 路 点 入 处 的 跃 度 
和 。 在 与 豆 ' 相 桂 的 子 空 阅 吾 " 中 , ,在 这 子安 间 中 诱导 一 来 的 
运算 子 下 是 子 空 抽 及 "MM, 中 的 投影 运算 子 , 而 对, 是 与 投 彩 运算 
子 6 相 孙 的 子 空 潮 。 吾 ' 中 任意 元 与 一 切 5 相 正 交 , 就 是 褒 如 果 
2E 1 (G60) 90. 我们 可 以 对 瑟 * 中 的 任意 zx 把 胞 荡 示 
成 盖 的 形 焉 六 

'. = 一 Sm 0) ， 遇 ee 
所 以 成 对 于 一切) 是 速 秆 的 。 如 此 如果 4 的 计 不 是 秀 点 的 ,型 
未 子安 出 五 " 必 包 含 不 等 于 雾 的 元 ,而 灌 丽 数 在 其 中 是 这 入 的 ,并 
且 运 算 子 在 瑟 " 中 完全 汕 有 闻 有 值 。 在 瑟 ' 中 国有 元 组 记 六 得 ,而 而 
运算 子 4 在 五 ' 中 具有 范 点 秋 。 

”7、 连 黎 错 的 一 般 情 形 ”我们 全 看 到 ,如 果 元 y 司 于 在 [15] 
中 所 作 的 子 空间 0。, 闭 末 4yE Co, 就 是 这 0。 简 萎 4 。 如 果 运 算 
子 4 省 有 点 吐 , 就 是 阅 它 的 入 画 数 g, 对 于 一 切 值 * 都 是 这 种 的 ， 
而 其 速 绪 放 不 是 简单 的 , 那 末 , 将 试 明 空 泣 吾 可 以 法 示 戌 0 型 的 
” 子 穴 天 的 正 交 和 。 在 每 个 这 样 的 子 空 肖 中 运算 子 4 所 少时 出 来 

的 运算 予 将 具有 简单 速 续 天， 而 对 于 属于 这 样子 空间 的 元 , [115] 
”中 介 胡 的 庄 公 式 将 度 立 。 对 于 五 中 的 任意 元 , 相应 的 公式 可 以 
借 估 上 而 诸 了 空间 分 解 这 元 而 得 出 ,两 依 (179) , 这 些 公式 将 借 对 
壮 个 别 子 空间 的 想 应 下 式 相 加 而 得 出 。 把 忌 均 成 上 固 所 浊 的 0。 
型 匣子 空间 之 正 变 和 ， 并 豚 空 间 了 是 可 分 的 。 取 革 一周 况 格 化 定 

交 组 


22 2 
融 外 一 如， 作 Cw。 元 多 可 以 霄 示威 如一 四 十 儿 的 形式 ， 其 中 
V2E On Ys 0 。 如 果 ys#*0, 那 末 作 Cu。 我 们 将 证 明 CC 
依 条 件 , 对 于 任意 和 ，(o 60) 一 0, 因为 Gy1E0%。 于 是 得 
《8503 8) 二 (ga 262811) 一 0。 肌 此 可 知 靖 元 品 扣 的 任 秆 一 


~ 
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实 稻 合式 与 廊 元 如 gr 的 任 窟 一 次 租 合式 正 交 ,而 取 柱 限 , 可 知 Cw 
的 任意 沦 与 0,, 的 任意 元 相 正 变 。 再 取 元 :， 把 汕 表 示 庆 和 一 
vs 二 gs 的 形式 ; 而 vs E04 十 Ow, 办 上 Co 于 Cu 并 作 O54。 与 以 
前 一 样 ,可 证 CO， 0%, 上 0y,, 千 等 。 如 此 可 得 有 和 益 多 或 可 数 无 
和 穷 多 个 两 黄 正 交 的 子 寄 渭 Cw 而 奶 然 五 申 每 一 元 2 再 以 优 半 组 中 
话 元 tw 分解 , 慰 来 庄子 空间 O% 的 正 交 和 就 是 整个 瑟 ; 

OO 二 CO。 | 人 ES 
在 每 个 子 窄 疝 Cu 中 [15 中 的 到 式 移 成 立 ， 如 此 对 了 于 五 中 的 性 总 
元 9 及 z, 可 以 得 : 


d= ,182,) 
(Gy, 2) = 下 EAC 0 Sy) C822) 
(Ay, ;= dy Ga i Ma (182,) 
i Ey) 二 dly, Cred 
多 到 db Ay 二 | gp GF, (1820) 
4 3.45 
ey- de san 


其 中 pel?) 一 |v; 上 看 的 和 可 能 是 有 和 轮 或 无 穷 的 。 在 雹 和 劣 的 
糖 形 中 ,对 于 包含 二 es (182,) 及 (82,) , 报 数 收 人 是 指 五 
中 的 次 饿 [9 和 4。 

上 页 作 子 空间 Cv 的 方法 可 以 写成 下 面 公式 的 形式 。 如果“ 和 
是 五 中 任 喜 元 ,， 针 末 它 在 Cu 中 的 投影 由 公式 人 82 的 第 一 个 中 
的 相应 项 决定 ,就 是 说 

¥ dy, 前 
i 6 

而 对 于 or 留意 (104) 可 以 得 


368 - 四 六 勒 村 特 空间 共 ， 


~ 


so 一 | 0 el (188) 


由 此 直接 可 得 下 面 公式, 与 .上面 作 子 空 沿 Cw 的 程序 相应 : 


Ey Sy; Oi — 8 — TD 时 Su)a@,y,, (184) 
1 dips (1) ， 


当选 择 不 同 的 出 发 组 内 时 ,所 得 的 子 空调 0., 一 般 议 茶 也 是 不 向 
的 。 可 能 这 些 子 空 册 的 数目 也 不 司 。 

可 以 让 明 当 满足 下 面条 件 时 主 0,, 的 作法 是 可 能 的 : 及 傅 
Pol) 测 度 为 老 的 作 合 公 par: 6) ,pora(D ，… 测 度 也 是 雾 。 焦 [74] 
的 辕 果 , 这 条 往 与 下 面 的 周 效 : 凡 户 (N) 可 由 前 面 的 ps (CD 情 下 硬 
县 式 表示 出 来 : 


po (A) = | PP MdpslN) B12, p—D) 


其 中 积分 是 鞭 员 格 -斯 演 勒 杰 斯 意义 的 , 而 pg?(%) 是 一 非 负 的 依 
Pu) 可 测 并 可 和 的 事 数 。 当 演 条 件 满 足 时 , 我 们 诉 芋 西数 的 从 解 
是 正常 的 。 可 以 证 明 在 不 周 的 正常 分 解 中 子 空 赂 的 数目 永远 是 一 
样 的 。 下 面 将 责问 到 这 问题 上 来 。 

118. 混合 详 的 情形 ”以 部 已 傅 提 到 ,所 放 一 自 共 纯 运 算 子 有 
混合 谱 , 是 指 运 算 子 有 固有 元 ， i td 人 村 

Wy Toy Ty (88) 
在 吾 中 并 不 是 六 的 。 与 前 而 一 样 ， 珊 L; 是 与 加 月 什 % 相应 的 话 
固有 沈 粗 成 的 子 襟 测 。 在 氏 1 时 中 已 骨 看 济 , 注 运算 子 在 不 谈 子 空 
|] : 大 
Hi=hiliIit 

.中 有 加 点 沸 ,其 固有 值 是 )a, 其 相应 固有 元 子 空 面 是 Ls。(185) 中 
的 庄 元 这 时 粗 咸 囊 ' 中 的 附和 粗 , 是 由 4 的 固有 元 组 成 。 在 补 子 窑 
阅 五 "中 运算 子 冯 有 炖 连续 亦 。 留 意 红 17] 中 及 [14] 中 的 诸 翁 
式 ， 可 得 下 面 的 一 般 公 式 , 其 中 和 来 自 吾 ' 中 的 点 区 ,而 积分 来 让 
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a ee ~ 一 - 一 -- 一 i am 


H" 中 的 速 千 弄 ; 
@, D =P ab t DP) Se ，(186 
(dy, 2) = -Bt NY Ory lO xa (y, A es 2 ; (1862) 
3 一 之 qr +) 2 dg, yk, (186;) 
4 如 = 加 monoe+ 习 | a 人 Wh) agy,, (186¢ 


其 中 ox 及 bk 各 是 元 9 及 4 依 粗 (186) 的 傅立叶 村 数 ， 而 Aix 是 与 
加 有 元 zx 相应 的 4 的 固有 值 。 
应 用 上 面 把 运算 子 分 解 成 一 个 在 瑟 ' 中 具有 炖 点 责 的 运算 子 
及 一 个 在 了 "中 具有 这 楼 再 的 运算 乎 的 类 果 ,可 以 把 喘 的 点 分 类 。 
”定义 所 贿赂 于 点 喘 ,， 是 氛 加 是 4 的 固有 依 。 所 站点 
易于 酸 限 答 , 是 指 )o 是 点 讲 的 极限 点 , 就 是 觅 在 其 任意 的 。 邻 域 
中 有 与 Xe 不 同 的 较 有 值 。 最 后 ,所 郑 ho 局 于 谴 各 详 , 是 指 )o 属于 
由 运算 子 4 在 卫 " 中 豚 导 出 来 的 运算 子 4" 的 条 ,就 是 觅 :是 指 在 
含 入 于 内 部 的 任意 区 疝 中 运算 子 4 的 湛 而 数 人 是非 不 变 什 的 。 
， ”运算 子 4 的 每 个 庙 点 必 至 少 属于 上 列 三 种 范 团 之 一 , 但 可 秀 
同时 一 点 属于 三 种 范 暑 。 有 时 还 引用 洲 的 疑点 的 概念 , 就 是 瑶 
) 对 做 带 的 疑点 , 征 指 它 或 是 无 穷 秩 的 固有 值 ， 或 是 往 限 毒 的 元 ， 
或 是 违 熏 妊 的 元 。 | 
119， 微 分 解 ”考察 一 个 具有 悉 束 模 简 的 运算 子 。 对 于 和 任 崔 
2, 法 元 Cse 满足 某 一 与 点 借 情 形 中 方程 4c~ Xe 相似 的 方程 。 航 
4[h4, ) 习 是 任意 区 冶 。 应 用 性 壳 (104) , 可 以 写 出 与 方程 (134) 相 
但 的 下 面 方程 来 : 


ee 
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取 元 =() -x, 这 元 是 在 区 间 [mM] 上 注 头 地 全 从 于 参数 
的 ,这 意思 是 丽 : 当 ho 是 Em， MM] 中 任意 点 ;而 入 ->A0 中， [who) Pe 
”一 zQ0)1->0。 和 由 上 面 的 等 式 可 以 看 出 (人 满足 方程 

4[4z(0DO1= | Me) (187) 


如 此 我 们 说 e() 是 方程 A =Xe 的 徽 芬 解 。 在 FE 中 所 作 的 器 
基色 (和 ) 一 gr 就 是 微 女 解 。 对 于 不 同 的 上 值 ,它们 位 于 相 二 
正 交 的 子 空 间 .Cw 中 , 因此 对 于 任意 的 区 4; 及 4s， 


《4 人，42e() 一 0 (pg)o (188,) 
如 果 所 及 4s 滩 有 翁 共 的 内 点 , 那 末 依 (104) ，- 
do Asgy (MN)) =0o (188,) 
如 果 省 及 hs 有 公共 部 分 41,z， 屠 末 依 (304)， 
Chiy, (N) , Aay FY = 4 ,a9 CNA) Lo (189) 


现在 介 腰 微 女 解 的 完 翁 租 的 概念 。 一 租 依 《183 让 意义 相 垢 正 交 的 
微分 解放 ) 叫 做 完 双 的 ; 是 指 与 一 切 y( 罗 正 交 的 元 4 必 等 于 堆 
元 ,就 是 吏 ， 如 果 对 于 性 尝 了 及 人 尾 写 入 ， 
(CD ,2) =0， 那 末 z=0。 (188s) 
不 难 讨 明 上 面 作 的 解 gp (和 ) 一 Oy 是 完 仅 粗 。 素 实 上 ,由 (188;) 可 
- 知 2 与 襄 元 多 人) =yp 的 阴线 狂 精 ( 子 空间 ) 0,, 正 奖 , 而 且 这 是 
对 子 任 寥 ? 都 成 立 的 。 但 0,, 的 正 交 和 是 整个 且 , 如 此 # 与 束 
个 五 正 灾 ,所 以 必 是 者 元 。 
在 作 方 程 (187) 的 解 时 ， 便 从 鹭 面 数 2 出 发。 现在 将 从 方 和 : 
承 身 出 发 。 仍 以 某 种 方式 作成 了 方程 (187) 的 解 6(%)。 在 这 方程 
中 w( 人 只 是 在 差分 号 及 微分 号 下 出 现 ,所 以 由 2( 和 ) 厂 去 某 一 与 入， 
无 关 的 元 仍 得 方程 的 解 。 特 别 是 差 z+ 以) 一 z(m) 也 是 解 ,因此 可 以 
仍 >(m) =0 也 无 可 于 普 源 性 。 在 下 面 将 旋 明 , 方程 (187) 的 任意 
一 个 在 区 关 [ 几 ，a] 中 过 入 地 依从 于 入 井 满 足 2《m) 一 0 的 解 一 定 - 


和 A 


119. 榴 妇 多 | .871 


是 做 oO 一 4 的 形式 。 串 已 绝 以 革 和 方法 作成 了 有 为 多 或 可 数 
碧 穷 多 个 依 (188) 意 义 互相 正 交 的 方程 4187) 的 拥 % GOD。 依 上 而 
所 般 , 它们 之 中 的 每 个 必 是 作 甸 (一 En 的 形式 , 而 多 是 豆 中 
级 一 元。 每 个 go (的 下 线性 囚 是 一 子 空间 Co 而 依 (1881) ,这 些 
子 实 陶 C,, 是 互相 正 交 的 。 解 力 ( 人 的 完全 性 就 归 半 为 下 面 的 事 
实 , 部 7,, 的 正 交 和 是 整个 吾 。 如 果 这 完全 性 成 立 , 那 末 可 以 用 
se 人 代替 &xys 而 把 [于 7 中 的 一 切 仅 式 (182) 写 出 来 。 如 此 在 作 
这 些 公式 时 可 以 从 任意 一 个 正 交 的 连 释 微 分 解 的 完 休 租 由 发。 如 
此 作出 来 的 相 址 正 次 解 租 的 完 人 性 可 以 由 对 于 双 栈 性 泛 匡 的 公式 
(182,) 证 明 , 或 当 已 知 讲 夯 数 如 时 ,由 公式 (186) 证 明 。 
还 要 注意 ,对 于 2%) = 四 mw 可 以 作 与 (Ge 站) 不 同 的 方程 。 设 区 
向 4 不 包含 和 =0, 依 (104) , 写 出 为 程 


人 
由 此 对 于 wx) 可 得 方 各 
4 [| i] dz( 门 。 
如 果 移 动因 子 , 可 得 
{XtAs0)] = 4z(。 
现在 回 玉 古 明 .上 面 已 陈 涝 过 的 命题 。 


A 


解 必 做 0 二 ax 的 形式 。 
快 条 件 x(m) =0; 由 方程 (187) 可 知 


六 az(s) 一 4z()， 


测 宕 这 里 以 及 在 下 面 x 都 是 表示 积分 变数 。 以 基 种 方式 男 定 两 个 数 由 < 
可 得 


Pate san -=Ga) = (4) ze) -zxa))。 
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AS nit, a 交 加 a 


既然 和 4 是 自 共 概 向 ;应用 方程 (87) 可 玉 写 成 
(Aw) wht) Tu)) = (2) Az li) 0)) = nate) 3 TH)), 
所 以 可 得 等 式 
oct) lay atm)) = nae0), sm))o 
把 兴 过 的 积分 分 部 积分 ;并 应 用 中 能 定型 子 所 得 积分 ， 
局 pg yz(pa) 一 5(D)) 一 
=pa (ws S20)) — pr (oN p81)) ~ Cha— p31) (LN) sy mc》 
Ha€ Ls, rt2], 
就 是 
下 ptz(y zt) —z (py)) = 
(一 由) (oN) TE2)) 二 (CN rp2) 一 za)) 一 
一 (aa 一 1) (rN) Lt)) 
而 这 公式 可 以 改写 成 下 而 形 式 ; 


-oa CA 2 一 2 CoN) wlio) TH) o 
作 到 糖 函 数 


wlp) 0 FO = CE) zn) — elis)), C190) 


可 得 | 下 (gn) dutta) 一 PC) - 


其 中 我 们 议和 二 m im, 面 显然 stim) 一 0 。 最 后 这 方程 很 容易 就 wz( 朋 求解 ， 
a ne 2 = 了 O09: CAD fa09， 光 中 2 是 新 
的 未 知 羡 数 , 它 当 和 i 时 等 于 零 ; 

= NY) flu) 

s+ Ts 

而 用 (190) 谓 式 代入 ,得 

人 CD rua) ~)) 

Raw .+ 


EO slug) ole)) + 人 他 多 et le) an 
和 一生 一 上 2 


i%. 罕 和 变 儿 的 运 拭 878 


~ 


如 和 展 p19 那 末 pi 一 > 而 右边 第 一 项 趋同 于 霸 。 同 俯 积 分 齐 也 如 时 因 
为 [Cw() yw) 一 zs] 犹如 和 (pa 一 x(n); 而 是 1xw() 有 在 区 更 Crw; 33 
中 的 最 大 德 。 我 们 所 浇 察 的 是 x 从 较 小 什 玉 坟 的 消 形 。 末 本 耻 可 以 形 察 
XEhg<H 及 Apa 的 请 形 。 由 上 面 的 公 坏 可 得 : 当 KW>>X 时， 
Es em) 0 

所 以 当 4> 和 时 

es #0)) 一 (zy £0 = ls 
a 时 府 用 这 公式 于 方程 和 387) 的 解 y0) 二 2(%) 一 x2 (I). 上 法 , 期 因 这 
解 当 %=m 及 和 = 用 时 笑 于 老 , 可 得 旧 0) 有 2 一 0, 就 是 说 0 一 Ad 到) ,于 是 
定理 谣 明 了 。 


120. 要 自 变数 的 运算 “加 到 [115] 的 直 果 ,站 履 守 估 丁 数 
PO 年 方 可 积 的 鲁 数 六 ) 所 成 的 西数 实现 区 ,其 中 p( 和 是 由 公 
式 6L83) 定义 的 。 类 I8 是 凡 定 义 于 区 轿 [m， WI 上 依 p( 罗 ) 可 浏 并 
具 满 是 - 


lap < + 9t) - 
的 画 数 了 (入 所 和 给 成 的 类 。 空 关 I 蚌 窑 晴 琶 人 现 。 在 这 
空 是 中 狠 自 变数 的 运算 子 
: AoEf (Nl = af) {192) 
显然 是 自 共 地 有 办 运算 子 , 因 为 
JX 0) <nlf 0) j， 


其 中 中 是 两 数 |m| 及 | [中 的 较 大 者 ,而 旗 然 》 是 实数 ， 
CF, gO = GFN, eg0D)=| xf0D570apG)。 
现在 找 贡 袜 时 0。 及 西数 空 阅 [8 的 联系 来 。 既 鸣 黑 林 格 尔 
积分 (166) 存 在 ,05 中 的 生意 元 # 必 与 TiP 中 的 一 个 丽 数 9() 相 
应 ,使 [8 本 
ps) = (y, So) = | vy) p(n)- 《193) ， 


x 
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ee ---- 


在 这 对 应 中 ， 0。 中 不 同 的 元 g 号 * 必 对 应 TB9 中 不 同 的 元 9 


及 zf(。 事 实 上 ;: 如 黑 元 y 及 * 与 相抵 西数 y(N) 及 2 对 应 , 那 
床 依 人 193) ， 亿 一 2: 9) 一 0 对 于 任意 和 成立 。 所 以 莹 4 一 2 六 与 
28 的 一 车 一 次 般 合 式 正 交 ， 而 到 枝 限 可知 六 9 一 : 必 与 获 个 子 空 
间 Co 正 交 。 但 gy 一 z€E05, 凡 以 (y 一 xz;9 一 2) 一 上 一 z=0, 就 是 说 
yg=2。 友 之 , 对 于 78 中 两 个 不 相抵 的 西数 ,公式 (193) 中 的 积分 
不 能 对 于 一 切 X 值 都 有 同一 值 153]。 如 此 公式 (193) 建立 了 在 Co 
中 的 元 4 与 59? 中 划一 线性 匀 开 的 元 间 的 一 一 对 应 。 现 在 证明 
开 与 T22 重 合 。 首 先 且 明 允 是 红线 性 答 。 应 用 [86] 中 勒 员 格 -斯 
提 蔓 赤 斯 积分 的 形式 ,可 以 抬 公式 由 73) 写成 


生 一 一 一 
(9, 0 =] "yaap(N) _ (194) 
其 中 zt 和 ) 是 L499 中 与 Co 中 的 元 z 相应 的 元 ,就 是 瑶 
GE 一 | zl) dp lp) G95) 


器 go(A) 是 天 中 的 元 序列 ,而 yo 是 其 在 0 中 的 相应 元 。 在 公式 
(19 和 中 会 g 一 一 go 一 go 可 得 

lyr—ym p= lg) ~ aa 人。 (196) 
如 果 go() 优 中 全 个 疝 于 了? 中 的 一 元 go(N) , 那 未 当 及 m->co 
时 ,(196) 的 右边 趋向 于 璧 ,因此 元 序列 0 自 收 敏 , 从 而 必 存 在 一 
元 ww 使 You 而 wE Co 钵 为 Ce 是 子 空间 。 伟 %( 和 是 在 型 中 
与 元 入 依 公式 (198) 相 应 的 元 。 现 在 证 绷 %( 久 ) 与 go 从) 相抵 。 由 此 
可 知 加 (N) E 必 , 就 是 说 履 是 于 线性 秘 。 由 公式 (194) , 当 y=2= 
4 一 y 中 肘 , 可 得 公式 . 

logy:= | 0 v0 sao00， 

风 此 可 以 看 出 yg) 依 中 值 收 铬 于 wb)， 因此 醒 数 &() 与 加 (人 


二? 


于 0 琴 自 变数 的 渤 委 S75 


相抵 ， 内 为 依 中 信和 的 福 职 症 只 一 的 。 现 在 证 明 闭 钱 狂 徐 收 与 了 2? 
相 重 侣 。 妈 果 不 然 ; 那 床 必 存在 卫 记 中 的 元 和 (各 ,与 穷 元 不 相抵 ， 
并 三 型 中 一 切 元 正 交 。 峰 然 当 2 所 入 I 计 2G 一 洛 ， 而 当 和 峙 
= 对 于 元 9 一 名 2 公式 (193) 可 以 写 腊 下 故 形 式 : 


(Fw, Ot) = (#， ed) 三 15.ioejp 一 全 dp(h) 当 和 > 上 时 ， 


A 时 
Cr Bn) =| ao(D 着 As<z 时 ， 


就 是 说 , 宪 到 中 与 多 相应 的 两 数 与 由 下面 公式 定义 的 画 数 相 
播 : 

当 h<p 时 了 (0) =1，. 当 >p 取 ON e0。 
既然 p@) 是 如 销 的 , 当 Xv 叶 了 (的 亿 无 关 重 要 。 因 为 fo(%) 与 
刚 寸 定义 的 丽 数 正当 ,所 以 对 于 任意 v: 


| fo ap 0 =0, 


由 此 ,由 [53] ,可 知 Jol 加 依 p(2) 与 志和 相抵 , 如 此 子 空间 f 必然 与 
Te 重合 。 由 -上面 的 推理 可 得 下 阶 定 理 

定理 如， 公式 民 93) 建 广 了 Ce 中 的 苑 2 与 5? 中 的 元 (2) 
之 间 的 一 一 对 应 。 

全 (194) ,这 对 应 关系 保存 数 积 ,所 以 相应 元 的 范 数 是 -- 样 的 。 
此 外 , 因为 数 积 W618) 是 依 女 配 的 , 又 因 公式 (193) 中 积分 是 
分 本 的 ,法 对 应 关系 也 是 分 配 的 。 如 此 在 上 面 的 对 应 中 ,两 数 空 晤 
7 名 是 希 勒 相 蛙 空间 Ce 的 共 体 才 现 。 在 这 空 疝 中 定义 了 运算 子 

4 而 公用 是 4 的 重 西 数 。 现 在 新 胃 下 面 的 定理 : 

定理 43，Cz 中 把 Y 换 成 4 与 ID 由 以太 笋 多 (内 相应 ,就 是 
谣 , Co 中 的 运算 对 4 与 7 名 中 乘 以 目次 数 的 运算 于 (192) 相 对 应 。 

_ 应 用 到 式 (129) 及 (193) ,及 区 园 中 勒 只 格 -斯 提 勤 去 斯 积分 的 
性 质 , 当 发 gE Cu 时 ,可 得 


人 
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¥ fr 
{Ay, G2) ACAR 但 人) 一 | ae (yy EN) mm 


-| 0. [scan to)] J (Dap(m， 
就 是 说 : 
(dy, O18) = [race doka)， 


由 此 ， 并 比较 区 式 {193)， 可 知 以 Ay 代 斤 Y 与 以 jv 号 yl(1) 相 应 。、 
再 注意 当 y 及 zEC。 时 ,对 于 双 线 狂 省 两 《4y ,2 的 一 般 芭 式 (17) 
依 (194) 及 出 址 了 的 定理 可 以 借助 勤 内 位 -斯 提 动 杰 斯 积分 下 成 : 


~ (dy, ~/ wp, (197) 


121、 么 荡 运 算 子 “路 自 闪 最 运算 于 之 外 ,还 到 考 察 -一 类 重要 
的 线性 运算 子 。 | 
定义 〈 定 义 于 整个 空间 五 上 的 ) 线性 运算 予 
y= Us {198) 
叫做 么 范 的 ,有 是 指 它 不 改变 元 的 范 数 , 就 是 险 [Dx| 二 |zl ,并且 反 
互 喘 像 到 瑞 个 互 之 上 , 就 是 说 , 对 于 五 中 余党 元 ， 必 存在 一 党 
像 ,满足 公式 (198)。 加 
在 下 面 定理 中 ,将 蔡 出 么 范 运 算 子 的 一 切 基本 性 质 。 注 辣 , 由 
定义 次 接 可 知 么 范 运算 子 的 范 数 等 于 1 。 
定理 叙 . 之 范 运 算 子 描 五 一 对 一 池 映 民 于 瑟 中 , 并 有 一 有 
男 沿 运 算 子 后 江 由 下 面 公式 决定 ? 
LU 一 IT， (199) 


U0 (200) 
其 中 如 也 呈 么 范 泛 算 子 ,而 区 不 改变 数 根 。 估 件 (200) 也 是 了 . 
.发 和 训 沽 入 了 的 交 丰 条 人 


14 齐 ， 么 注 运 筑 学 B17 . 


ES 


如果 wr 及 tm 是 瑟 申 酌 元 , 屠 末 依 么 范 运算 子 的 定义 ,10e1~ 

-Urs {={ UV (0 wa) ] = fo 一】， 因 此 ， 如 果 Umi=Uwz， 出 

他 一 ba 就 是 钠 对 于 不 同 的 元 x, 由 公式 (498) 也 得 出 不 同 的 jy, 就 

是 鹃 可 决定 了 互 映 繁 于 自己 之 上 的 一 个 一 对 一 映像 。 和 如 此 存在 有 

界 的 赣 运 算 子 U1, 后 者 定义 于 整个 卫 上 ,而 多 然 U 不 改变 范 数 ， 

1D-gy1= [yl, 就 是 说 7-: 也 是 么 范 的 。 留 意 范 数 的 不 变性 ,可 知 

(Ue, Us) = (w, 四 ， 由 此 直接 可 得 等 式 

| UUsg, 2) = (2, 0)。 

但 是 上 面 二 次 汽 画 的 鱼 式 与 其 相应 运算 子 的 等 式 同 效 , 就 是 裔 

ZI 一 吾 ; 由 此 可 知 VU" 是 U 的 左 复 ， 而 既然 口 的 有 田北 运算 子 

存在 ;可 知 U0" 二 召 , 于 是 Qo0) WEY. 关于 也 不 改 秋 数 积 的 炎 

脸 查 楼 由 下 面 等 式 得 出 : 
(Vz, Uy) 一 (Do 内 = ke, 9)o ~ (20, 
最 后 证 明 , 由 (200) 可 得 口 是 么 范 运算 子 。 估 (200) , 吕 有 由 公式 : 
(199) 害 义 的 有 界 迹 运算 子 。 剩 下 的 只 是 证 明 六 不 改变 范 数 。 但 

这 由 (2097 及 (201) 合 %=2 就 得 出 来 。 

还 要 洗 意 ,如 时 U1 及 Us 是 两 个 和 范 泛 自 子 ， 屠 未 必 们 的 积 

UaUs 记 是 么 范 渤 算 子 。 历 实 上 ， VD 及 Us 都 是 把 H 一 对 一 -地 喘 

稼 于 它 自 己 之 上 , 并 不 改变 范 数 , 所 以 它们 的 积 也 具有 这 两 性 质 。 

如 此 ,人 么 范 运 繁 子 的 着 也 是 么 范 的 ,人 么 范 运 算 子 的 积 也 是 么 范 运 筑 

子 , 就 是 疫 么 范 运 筑 子 粗 成 一 个 群 。 
仍 盗 面 五 是 可 分 的 , 蔡 设 
V1 Vay Vay (202) 
是 期 规格 化 正 交 缉 。 翁 用 么 范 映像 了 本 依 品 的 尾 恬 ， 
可 得 规 攻 化 正 交 姐 | 
: = Um; ys= Us; Y= Us; .eo , (208) 
性 意 元 # 可 以 依 (202) 中 的 蓝 元 分 解 成 


878 第 四 音 着 烤 粮 特 课 天 前 


Ck hs Pe tn mh 9 (204) 
从 而 其 像 7% 条 可 以 依 钥 (203) 分 解 ,其 系数 相同 : 
UZ= wy day Cds {205) 


元 Us 可 以 复 及 中 的 任 泡 元 ,所 以 组 (203) 是 于 的 。 反 之 ,如果 有 
两 全 团 规 格 化 正 变 组 oC8=1，2，…) 及 付 %= 工 2，…) ,我 们 对 
于 任意 表 成 (204) 的 元 * 异 候 式 (205) 定 义 可, 那 来 这 运算 子 一 对 
一 地 把 甩 孔 像 到 瑟 之 上 ;并 及 不 政变 范 数 
Isl = els Blofs, 
ee U 是 和 范 各 比 几 么 范 源 算 子 可 以 借 一 
设 县 4 是 时 并 性 汉 算 子 ， Y=.4»。 市 yA、 取信 光 冯 全 了 0， 并 训 
y=Uy, ww 一 Uw。 工 然 ee 可 以 依 下 面 公 式 用 中 表示 册 of; 
= (UAU-1)¢w', (206) 
而 我 们 谣 运 算 子 Be 么 范 地 与 4 相抵。 由 上 向 惨 式 可 知 
4= TBI， 由 此 可 以 天 出 如 果 B 么 范 地 与 4 相抵 ， 那 末 4 地 
. 么 范 地 与 B 相抵 。 如 时 P 是 在 子 空 关 五 中 的 投影 运算 子 , 那 末 
DPI 显然 是 在 应 用 于 子 鹤 间 字 而 得 的 子 空 半 中 的 投影 运算 
子 。 如 果 是 44 的 固有 元 , 并 与 固有 值 ho 相应 , 就 是 训 deo= 
一 )ozo; 那 来 全 % 一 Uzo, 可 得 (5 4D)zb 一 om， 就 是 膏 么 范 祖 
抵 的 泛 算 子 具有 相同 的 网 有 值 ,但 这 两 运算 子 的 辕 有 元 荐 由 相应 
的 么 范 映像 联系 着 。 应 用 (199) 可 知 : 如 果 所 是 自 共同 运算 子 , 那 
未 了 也 是 自 共 塌 法 筑 子 。 
如 打 6 是 运 竹子 和 4 的 说 函 数 , 那 末 党 =UE4D0"1 也 具有 主 
单位 元 分 解 的 一 切 性 贤 , 而 与 它 相 应 的 运算 子 B'w 由 和 
vbs(UCU-N v= U (2 > mB Us 
的 要 限 决定 ,由 此 可 以 看 蔡 如 与 重合, 就 是 驶 如 U6WDm 是 


『 
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运算 子 B 的 说 而 数 。 由 此 可 知 么 范 相 白 的 入 共 刀 泛 算 子 一 一 害 者 
闻 样 的 谐 。 
在 纯 点 谱 的 精 形 下 ， 固有 值 及 其 和 的 相同 计 于 乏 范 相抵 入 ,不 
; 仅 是 必 变 的 , 而 且 足 充分 的 。 其 相应 么 范 运 盘子 如 很 全 号 构成 ， 
它 乃 是 把 了 的 圈 有 元 子 空 表 映 像 碟 4 的; 与 各 同 的 加 有 什 让 应 的 
澡 有 元 子 空间 者。 关于 么 范 相 朱 性 的 条 件 的 坦 是 在 有 这 入 坟 的 情 
形 下 远 较 复杂 。 现 宪 举 出 在 这 情形 下 的 基本 粘 果 ,而 不 加 跌 吕 (各 
空间 是 可 分 的 )。 
为 了 两 自 共 屯 运 筑 子 4 及 4 么 范 绢 矩 ， 必 须 而 且 只 须 竹 
足下 列 条 件 :《 1 ) 这 两 运算 子 的 诡 恬 于 同一 类 型 ( 邦 点 玄 、 神 连 积 
庙 、 或 是 混合 迹 ); (2 ) 在 有 点 本 的 情形 下 点 踊 是 由 对 于 两 个 泛 筑 
子 有 根 同 秩 的 相同 秆 租 万 的 ; ( 3 ) 在 有 连 绩 市 的 情形 下 两 运算 子 
的 谱 甸 数 连 粹 部 分 的 正和 党 分解 中 不 变 子 空 淹 数 各 是 一 一 样 的 ,而 各 
果 对 于 4 只 及 42) 的 速 午 玫 正常 才 现 取 面 数 
eod = ph CA) 和 ey =p (4), 
就 是 在 [11 站 中 所 作 的 ,部 末 依 oO 测度 为 零 的 北 合 依 p 名 (人 
也 是 漠 度 为 斤 沟 , 议 之 岂 是 和 如 此 ,就 是 说 ,对 于 一 切 %， 


pH = v0)apP ON , 


oP 0) = vO AP 0), 


其 中 gp) 是 依 名 (和 可 济 的 ， 非 负 的 ， 可 和 的 ，98?(A) 也 是 涡 
足 丰 亿 条 件 的 。 
82， 名 范 运算 子 的 错 分 解 现在 证 明 下 而 关于 么 范 远 和 了 
“的 辕 有 值 及 固有 元 的 定理 。 * 
定理 物 ， 么 范 运 繁 子 的 四 传 的 超 对 个 等 于 ,而 区 1, 而 共 。 点 不 癌 
的 加 全 要 并 的 网 有 天 发 相 马克 o 
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长 Z 是 么 范 运 筑 子 , 而 mo 是 与 它 的 男 有 值 ho 相应 的 镜 有 光 ， 

就 屿 误 ，Urmo 一 Momoo。U 既然 不 改变 范 数 , 可 知 
(zey so) = (Uro, Usro) = (ozo，jogo) 一 
一 | 和 ol (to, 4o)， 
就 是 向 |zo] = X60| 上 wo, 因为 of 了 0 可知 | | =1。 吉 me 及 他 
是 与 不 同 的 固有 信和 o 及 入 相应 的 加 有 元 ， 就 是 说 Vee 
Um— -Mapso 因为 上 不 改变 数 积 , 可 知 
~ (wo, m3) = {Ugoy Us) = Noro, M1) — Noh (so, ti1)}o 

如 果 (mo, zt) 到 0, 闭 示 由. 上面 等 式 可 知 和 ohi 一 1。 但 依 上 两 所 证 明 
的 ,jxo| =1 ,所 以 一 1/w 一 入 ,就 是 襄 和 一 和 ,但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 Xe 与 Xi 不 辐 。 > 

设 4 是 森 一 自 共 翰 运算 子 , 而 多 是 它 的 讲 醒 数 ,其 中 


当 %=0 时 如 =0， 当 X=1 时 如 =B- (207) 
依 下 面 公式 作 运 算 子 U: ， 
IT= | rg, 6294 (208) 


为 了 作 共 地 运算 子 , 只 须 用 o”"* 代替 erw[110] , 就 是 
Deal 
0 


而 依 公式 (1341) ,可 得 公式 (200) , 就 是 说 由 你 式 (208) 定 义 的 运 
算 子 UV 在 条 件 (207) 之 下 乃 基 么 范 运算 子 。 姊 们 陈述 其 北 定 再， 
而 不 加 证 明 @ : 

定理 和 如 果 取 一 切 豆 能 满足 (207) 的 主 弟 位 元 分 解 , 那 末 
公式 (208) 到 现 出 么 范 运算 予 的 一 般 形式 ， 其 中 不 周 的 寺 昌 位 元 分 
解 六; 与 个 局 的 么 范 运 算 子 相应 。 

在 各 1 中 中 全 定义 了 自 共 地 运算 也 4 的 与 速 转 醒 数 /0) 相应 


中 滨 者 注 : 证 明 训 见 Bla v. Sz, Nagy 着 弟 27 页 。 
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的 西数 了/( 作 。 在 下 节 中 将 把 这 完 义 推广 到 更 寅 广 一 美的 酉 数 
7 GD 上 去 。 
128， 自 共 就 运算 子 的 面 数 。 斌 4 是 某 一 自 共 顿 远 算 子 ， 而 
品 是 其 漠 医 数 。 杂 峡 .FJ) 是 在 区 闻 [m， 2 了 中 速 炉 的 , 痢 末 运 秘 
于 7( 可 以 南下 面 贡 式 定义 
LO = 7CDaEs 
减 同 效 地 用 双 闹 性 活 丁 的 公式 完 义 : 
Gs WD = fA, YD, (209) 
其中 (82, 细 是 入 的 复 值 恩 变 而 数 。 但 ,在 [29] 中 已 知 , 这 数 各 
万 是 四 个 作 Ex 和 形 的 不 焉 男 数 的 一 次 组 合式 , 其 中 2 是 豆 中 
的 元 。 如 此 ,如 果 f(》) 是 任意 有 界面 数 , 并 对 于 任意 : 傣 不 沽 本 
上 (210) 
是 可 测 的 , 那 末 积分 (209) 对 于 任意 的 2 及 9 都 成 立 , 从 而 双 强 性 
沁 画 (7(4)e, 办 是 定义 了 的 。 这 泛 卫 是 分配 的 ,因为 (O64, 的 是 
秀 配 的 。 现 在 荆 明 这 活 柄 的 有 界 性 ,并且 在 薄 明 时 起./ CD) 是 实 于 
数 ,因为 这 一 限制 事实 上 并 无 关 实 提 。 依 夯 数 了 (X) 的 有 界 性 , 在 
在 一 正 数 避 ， 密 if (0) | <O, 证 Y=2， 可 得 二 奖 泛 范 的 下 示 
CD, 0 = fa CT 
应 当 提醒 ， 如 果 Co 不 等 于 零 , 闭 末 上 面 的 积 从 与 下 而 的 和 是 同 估 
的 : 


玉 
fC)! IS + | f 0) dl God?, 


其 中 的 最 后 项 积分 应 了 解 成 和 的 平常 极限 。 出 不等式 | FJ <C 
及 16yz|=]z} 可 知 对 于 积 东 (21 有 下 面 的 估 储 : 
| (Ff (A), oOleja。 
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此 外 ,用 五 表示 实数 部 分 ,可 知 
4R] falGsn, WD) = 


LA 


~ fd), oD, 


4Rj f Walée, 9) = 


Nf 于 
-| 7COelEe+rOP-| ADalee-nln 
是 焦 (231) ， 
直 相 reade,g|< 
<orlet ul tle—y)’ =20Clol?+ ly, 
像 证 明定 温 3 时 那样 来 推 詹 ,由 这 恒等式 直接 可 得 不 还 实数 部 分 
记号 的 公式 : 


4|[ fadGs, | <20t1e + ly 
如 果 人 zj -191=1, 可 得 
LIUCDe go |) fa |<0, Gd 
和 如果 zx 及 YY 有 任意 的 范 数 , 那 未 
CW)e, DD -obi ET 和) 
疡 元 2 及 荫 秆 的 这 数 等 于 1, 从 而 
lf (dz, WI EOI ly 


由 此 可 知 双 线性 活 落 (f(A4)z, g) 是 有 界 的 。 
如 此 ,可 得 下 面 的 基本 嫩 果 :如 果 .fUw 是 有 界 画 数 ， 藉 且 对 于 
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任意 z 焦 不 减 画 数 (210) 都 是 可 浏 的 , 那 末 公式 (209) 定义 一 个 线 
性 运算 子 (4)。 注 意 运 算 子 A(4) 的 几 个 性 质 。 如 果 了 (入 ) 是 实 
效 , 那 末 由 (209) , 当 y=# 时 ,让 接 可 知 4) 是 自 共 琶 运算 子 。 如 
果 F(X) 是 复数 值 的 , 那 未 共 四 运算 子 A(4)" 可 由 公式 (209) 以 
了 Q) 的 共 醒 歼 数 代替 它 而 得 出 来 。 如 果 (和) 之 0， 那 求 由 (211) 
可 知 了 (4) 是 正 运算 子 。 考 察 由 下 面 万 式 宕 尺 的 画 数 六 人) : 
当 和 sk 肝 户 WO =I， 妆 和 > 只 肝 六 人) 一 0。 (213) 
这 西数 显然 是 了 画 数 , 我 们 可 以 作 积 分 (209)。 分 解 积 分 域 忠 
fm 一 soy 4K] 及 tx、M], 可 得 
(falA)s, 只 -上 dB YW) = (x, Y)， 
出 此 可 得 
Gu fA) (214) 
我 们 得 到 这 公式 , 是 骨 假 训 凡 自 闪 歼 运算 子 4 必 有 梧 珊 数 6,, 借 
这 些 苹 天 数 4 可 以 由 公式 (I27) 爱 出, 就 是 说 在 得 侠 式 (214) 时 汉 
恢 < 党 了 定理 29, 而 这 是 我 们 未 骨 证 明 的 。 这 证 明 将 天 本 上 简化 成 
下 面 的 情形 ; 邵 我 们 就 任意 自 共 顽 运 算 子 4 定义 贺 数 (4), 而 
不 使 用 认 西 数 8,, 科 且 个 6 一 fF,(44) ,然后 再 证 基本 公式 (127)。 
再 举 一 例 ,这 例 在 以 后 将 起 相当 的 作用 。 噬 和 是 正 运 算 子 ,就 
是 机 m>0, 知 髓 fo() = WAX , 其中 只 取 各 的 算术 位 , 面 当 入 <0 
时 食 fo) =0。 这 时 可 以 定义 正 运算 子 ~M 4: 


(VA vm, Y) -| NC y)， 
或 考 简写 : VA=| Vid, 


为 为 在 这 情形 下 画 数 /和 是 速 秆 的 。 依 (134) ,显然 (V2)?=4。 
应 用 惑 只 格 -斯 提 勒 杰 斯 积分 的 旦 知 性 质 很 容易 求 出 肖 大地 
运算 子 4 的 画 数 的 性 丑 。 这 时 将 设 我 们 所 论 的 一 切 夯 数 (入) 都 属 
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于 上 而 所 完 的 类 ， 就 是 貌 都 是 有 男 的 ， 并 且 对 于 任 富 2 部 鳞 (210) 
中 的 画 数 可 测 。 

定理 多、 次 数 的 一 次 租 合式 aiya(X) 十 Gafa (和 J 十 … 十 
二 ea 人) 与 运算 子 czya (4) 十 aaja(d) 十 … 十 gp Pd) 对 By。 


2 2 故人 与 及 六 者 灾 换 。 
3、 二 而 及 式 成 次 : 
Cibo Fo DD = 0) OAs0, W (215) 


<， 国 数 (和)f(%) 与 下 面 的 运算 子 相 应 : 
FDFAA ADA (216) 
例如 可 以 证 明了 (4) 与 2, 禄 交换: 


Ce 的 -| FO AGE y) = 
= Ff Was, ,9) = 


= (f(A)z%, FY) = (f(A)z, 分， 
由 站 可 知 了 (4)6=8。f (4)。 再 留意 ， 由 上 面 的 肥 式 ， 依 (0 约 可 
得 于 面 的 公式 : 


CCOenr, WD = Fam, 9), C217) 
到 式 (215) 可 以 由 下 蜀 一 由 等 式 得 由 : 
AG EAC RAC 
-| 疡 ooOaG5CDe 5 
-| F.0d Fda, 本 j- 


-| AQF aAG Dal) 


最 后 ， 
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= FA sD GRA)e, WD 


= fa feta,es = fF aG,r, YD, 


而 对 于 积 户 (C4) 广 (4) 也 有 同样 公式 。 与 在 [LI0] 中 完 寻 一 样 ,可 
以 证 明 /(44) 与 几 与 4 交换 的 运算 子 电 都 相交 洛 。 北 命题 也 是 正 ” 
确 的 :如 办 有 界线 性 运算 子 0 与 任意 与 4 交换 的 运算 子 B 窜 神 迹 
换 ,于 未必 存在 一 画 数 0 , 使 C=f (4)。 这 重要 命题 的 赴 明 可 
容 看 弗 雷 德 利克 ， 村 斯 的 论文 A 
子 的 画 数 ”( 兄 数学 科学 的 进展 ,元 韦 ) 了 。 

如 果 在 公式 (217) 中 合 户 (0 二 (和) ， 及 yz, 可 得 
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还 要 注意 一 些 有 关 自 共 谋 运算 子 的 匣 数 的 简 音 事实。 如果 
ED [sl 那 末 了 (4) 是 么 范 运 算 子 。 如 果 了 (和 ) 只 取 值 0 及 1， 
那 来 (4) 是 投影 运算 子 。 可 以 证 明 , 如 果 % 一 是 4 的 圆 有 值 ， 
而 ww 是 其 相应 的 加 有 元 , 那 末 (0) 是 F(4) 的 司 有 值 , 其 相应 图 
有 元 也 是 zo。 我 们 知道 当 入 < 时 Gao 一 0, 当 > 和 时 Gao 一 20 
而 由 公式 (209) 可 知 对 于 任意 9，(f(C)aoy 力 =fOa) (co = 
一 (fozo ,由 此 ,翩然 y 是 任意 的 , 可 知 六 4)zo 一 (Nej2o， 
留意 如 果 了 (X) 有 有 穷 多 轴 断 点 , 那 末 它 依 《210) 中 鸭 一 切 醒 数 可 
测 , 所 以 A(4) 有 意义 。 当 于 (和) 是 B 而 数 时 也 是 一 样 [48] ,我 润 在 
上 面 已 便 吉 用 过 了 。 

134， 交 换 运算 子 考察 交换 的 自 共 三 运 算 了 于 的 赔 题 。 

定理 咎 ， 珊 自 共 启运 算 壮 4 与 马 相 交 摸 的 必要 且 充 分 的 系 件 乃 是 家 
们 的 讽 图 数 友 及 了 ,对 于 一 刻 入 及 关 相 变换 。 


人 DD 珊 者 注 : 原 藏 Atta Rei、Mathb. Szeged 从 7 (1935) ，147 一 1859 页 。 闭 尾 
Béla Y. Bz, Nagy 审 第 68 页 的 证 明 , 旦 7() 可 取 为 拜 尔 酚 数 。 
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我 们 知道 任意 自 江 辊 运 览 子 0 的 畜 梧 数 与 C 并 且 与 任意 周 0 交换 的 运 
算 子 交换 [ 刁 呆 。 由 此 可 知 和 如果 AB 一 BBA, 那 末 卫 , 与 二 交换 ;所 以 中 与 下， 
次 摸 。 反 之 各 果 二 与, 相交 换 ， et 所 及 BB 的 积分 沼 现 中 县 两 个 

定理 4. 吉 果 自 兴 贺 到 算 子 ， 怠 , C 有 阅 点 腾 , 半 上 并 且 役 此 交 损 , 痢 太 有 
“ 一 下 规 档 化 下 交 扯 存在 共 中 的 元 用 是 上 面部 三 个 并 算 于 中 每 个 的 画 有 元 。 

路 ;了 ,及 4。 是 上 丰 那 二 个 运算 子 的 严 殴 烙 。 会 定理 48 它 公 是 厢 互 
交换 的 。 设 ^， u,v 各 是 运算 于 4 吾 ) C 的 固有 值 ， 而 L, 下。y RN。 各 是 其 
相应 司 有 元 的 子 空间 。 股 太一 丰 一 03 机 = 下 ,一 0; 让 二 GG, 一 Gs-0) 这 
些 正 是 在 这 些 于 宏 脚 中 移 投 影 运算 子 。 这 蛙 投 影 运算 子 相互 交换 ,因此 它们 


的 向 5 
人 We Pd 


是 在 Fi 了 zw RN 的 共同 部 分 Bp (也 是 子 寄 间 ) 中 的 投影 运算 了 于 [107]。 如 
果 取 两 个 不 局 的 这 种 子 空间 忆 ;y, 及 至 werwy 那 本 至 少 籍 数 偶 人 2 和) (2541) ， 
人 2 ) 中 有 一 个 是 由 不 同 数 钥 成 的 。 例如 带 入 NX。 如 此 ， 如果 2€ Ros 
ze Bywws 兰 来 z 及 是 4 的 面 有 元 , 并且 与 不 同 的 辕 有 值 相 应 , 因此 它们 
蚌 相 互 正 交 的 。 如 此 族 了 于 实则 Rs 是 相互 正 交 的 。 现在 证 明 , 它们 的 正 交 
和 力 景 整 个 鼠 。 关子 这 月， 只 贫 伍 明 不 能 有 一 个 与 一 切 于 室 闪 Rss 正 交 的 
非 几 元 存在 , 就 瑟 肯 只 须 车 明和 如 巢 元 zxo 与 雾 不 同 , 那 末 它 家 少 与 一 个 Rp, 不 
正 交 。 对 于 子 空 闻 IL, 4，N,， 这 是 显然 的 ， 因 为 会 条 件 4, B, 0 有 部 点 
姘 ,大 此 姥 五 的 正 交 和 是 整个 互 。 取 一 元 mm 夫 0。 攻 刚直 所 嗓 过 的 有-- 运 
算 子 了 么 的 民有 偿 和 存在 ; 使 4za 二 0。 同样 必 有 运算 于 了 的 一 个 因 有 值 4 
穿 在 ;使 水 (4xo) 和 于 0, 也 有 运算 子 C 的 一 个 辕 有 值 : 丰 在 ;使 0) 0 
由 此 可 类 zo 与 ys 不正 交 。 如 此 带 马 。 的 正 交 和 有力 是 恕 。 如果 罕 每 个 
Rs 中 到 一 印 规 格 北 正 交 钥 , 那 来 可 得 五 中 的 一 个 随 说 将 化 正 交 组 ,而 旦 这 
郑 中 的 每 个 元 必 畔 也 某 十 R,,。, 所 以 是 每 个 运算 子 4 吾 ; C 的 加 有 元 。 对 
于 任 窜 有 和 劣 参 相互 交换 的 自 共 示 运 算 于 , 定理 也 可 以 党 他 间 样 她 证明。 以 前 
全 起 到 同一 个 崩 共 坦 运 算 子 的 不 同 画 数 是 交换 的 运算 子 [123]。 现 在 对 于 有 
赤 点 访 的 运算 子 西 明 洲 命题。 

” 定 现 本、 如果 自 共 罚 运 算 子 4, B,C 是 有 外 点 山 的 ， 并 此 相互 交 澳 ; 
瑰 来 它 引 必 是 同一 自 共 慑 运 徐 子 的 西数 @。 


中 汕 肖 注 : 关于 一 般 情 形 的 趾 明 可 参 奢 了 Bla 7. Be. Nagy 得 名 8 页 ， 


125.， 从 束 杆 志 算 学 887 


设 守 闻 瑟 是 可 分 的 。 依 定理 和 9, 有 一 并 视 糙 化 正 交 姓 

Ty Ty Ta “5 

存在 ,其 趾 严 元 都 同时 是 d 召 及 C 的 固有 元 ,就 是 证 
rn— Arn; Ban=HnTn; 人 Zn 一 pn2n (N=1, 3 

取 一 数列 pm 侈 如 瞬 on 一 二 。 妇 = 是 任 仍 区 。 它 可 以 依 路 元 mc 分 解 : 
下 二 己 GT? 
而 我 们 定义 一 自 共 丝 运算 子 D, 级 

Dr= [ 
右边 的 圾 数 豆 然 是 收 伍 的 ， 因为 证 然 数 |az1? 棚 成 收 八条 数 ， 绪 未 数 | pp]? 
更 必 租 成 收 全 圾 数 。 由 .上 硬 的 定义 ,直接 可 知 zx 是 也 的 冉 有 元 , 灶 瑟 固有 化 
Pp 相应, 就 是 襄 卫 有 痢 点 详 。 可 以 作 一 有 界 画 数 户 ()， 合 它 在 点 一 Arx 处 
等 于 和 并 县 设 它 在 除 X=0 处 以 外 测 处 是 速 炉 的 。 同 样 可 以 作 一 具有 同 关 
性 筑 的 劾 (92), 合 它 油 是 .Pa(ok) 一 上 癌 样 定义 J90) ， 使 疡 tot) =vpo 会 上 上 
上 和 结果， 对 于 画 数 产 (2) 可 以 作 相 应 的 运算 于 记 (D) 3 户 (D) -folD)。 运 算 
子 疡 (也 ) 有 固有 元 从 ， 其 相应 固有 簧 是 户 (ox) = 和 py 而 zy 成 骨 租 。 运算 子 | 
4 也 有 有 同样 的 加 有 值 及 国有 元 。 但 如 果 两 个 具有 锛 点 讲 的 运算 于 具有 语 权 
的 固有 值 及 疝 样 的 相应 三 有 元 , 那 末 出 它们 借 习 画 数 的 积分 表现 式 可 知 这 两 
运算 于 相同 ,就 是 鹃 4 = 记 (D)。 完 怒 同 样 可 知 B=f2(D) ,0 一 fs(D)。 于 大 
定理 钙 明 了 。 贸 意 对 于 任意 有 有 稚 多 个 自 堪 瑟 运算 了 于, 党 理 也 可 以 疝 样 地 舟 


有 明 。 如 果 运 算 子 的 说 不 是 寓 点 的 ,定理 也 可 以 证 明 ， 但 我 们 不 去 娃 论 外 了 ( 抑 
J. Y Neumann, Annals of M3th., 卷 32, 1931 年 ) 。 


125、 全 束 萎 泛 算 子 ” 现 在 要 考察 一 种 特殊 型 的 运作 子 。 下 
面 将 看 到 ,区 类 运算 子 见 于 具有 适当 性 质 核 的 积 妇 方程 再生 中 。 
首先 必须 介绍 儿 个 新 概 全。 

定义 1， 实 并 及 中 一 些 元 2 的 集 食 取 时 做 列 紧 集 合 ,是 可由 
居于 开 的 任意 元 序 烈 必 中 可 以 到 一 部 代 订 列 cy 使 后 者 有 柱 限 
ZLo。 


人 见 886 真 絮 者 注 。 


338 再 并 章 渗 勒 档 特 空 两 前 


定义 2， 元 的 集合 于 时 伍 有 田 焦 合 , 是 指 凡 力 于 及 中 的 
元 的 范 数 都 不 起 过 革 一 固定 的 正 数 。 

对 于 复数 , 凡 访 秀 对 值 有 界 的 复数 人 合 必 是 列 紧 的 [131]。 对 
于 无 拓 维 的 希 勤 粕 特 实 向 这 命 共 不 成 玄 。 例如 取 衬 间 5 的 序 
工 : 

,00 val0,1,0,); waf0;0 江 ,0，、 0 

这 些 元 的 范 数 都 等 于 1, 而 对 于 任意 p# 9g, ja 一 zj 一 2 各 让 这 
第 合 有 界 , 但 不 是 列 紧 的 。 

六 总 凡 列 紧 第 合 必 有 然 是 有 界 的 。 事 实 上 如果 不 然 , 班 来 可 以 
罕 其 中 到 一 序列 元 入 全 一 1 2,…) ,使 其 范 数 数 向 于 十 ce, 而 由 
效 序 列 不 可 能 取出 任何 有 种 限 元 的 部 务 序 列 来 。 

定义 定义 于 整个 也 上 并 分 杷 的 泛 算 子 4 是 做 信 速 本 的 ,是 
指 忆 把 任意 有 界 焦 合 都 哄 像 成 列 紧 集合 。 

户 定 义 运 算 子 4 把 论说 化 元 4 的 集合 ( 即 几 范 数 等 于 1 的 元 
所 粗 成 的 集合 ) 映像 成 烈 紧 集合 4z。 所 以 在 je] =1 的 条 件 下 ， 
14w[ 为 某 一 定数 ? 所 界 , 就 是 说 当 joj = 工时 4s1<<1, 岂 就 是 说 ， 
几 友 速 炉 的 运算 子 必 是 有 界线 性 运算 子 。 沈 在 证 明 几 个 关于 这 
粹 运算 于 的 定理 。 

辅助 定理 ”有 界 运算 子 卫 把 列 紧 炎 合 映 像 成 列 紧 储 合 。 

没 允 是 某 一 现形 集合 :而 Ma: 是 映像 B 把 集合 好 变换 而 得 的 
像 集合 。2 中 的 任意 序 烈 必 作 下 区 形式 : Bes(n=I 2，.…)， 其 
中 心 是 关中 一 序列 。 必 须 证 明 , 由 序列 Bw, 中 可 以 取 一 部 耸 序 
列 ,使 后 者 有 种 限 元 。 依 下 的 询 紧 性 ,由 序列 zw 可 以 取 一 部 分 序 
列 wo 使 后 者 有 种 限 元 ; pw->o。 依 运 筑 子 3 的 速 糖 性 ,可知 
Bww>Bx, 就 是 说 由 序列 Ba 中 可 以 到 出 有 种 限 元 的 吉 耸 序列 

，Bw,.; 于 是 精 助 定理 证 明了 。 
还 要 注意 , 不 变 映 像 Bw=z 不 是 全 速 辕 映像 。 事实 上 ,加 抒 
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意 有 内 混合 了 映 像 成 它 中 已 。 但 ,前 面 已 经 看 到 ,有 不 列 紧 的 有 并 
集合 存在 。 运算 子 召 把 这 一 有 界 策 合 仍 映 黎 成 已 自己 ， 就 是 说 ， 
缺 像 成 不 列 紧 的 集合 ,所 以 召 不 呈 侈 连 入 运算 子 。 

定理 列 . 如 菏 . 刀 4 是 孕 全 连结 运算 子 ， B 是 有 界 运 算 子 ， 于 末了 睦 : 
像 43 及 了 4 痢 吓 他 圳 和 檀 这 筑 巴 。 全 速 秆 运 么 予 没 有 有 界 泛 运 个 
圣 。 
有 办 运算 子 把 元 % 的 任 壮 有 界 舍 合 仍 映 价 碾 元 Bz 的 有 轩 
集合 ;然后 会 溃 种 运算 子 忆 把 有 界 集 合 Ba 映 你 成 列 紧 集合 4Bo， 
就 是 说 4B 是 全 过 纺 运 算 子 。4 记 元 2 的 一 切 有 界 集合 吴 你 丰 列 
紧 集 合 4z， 而 依 辅 助 定理 , B 把 这 列 紧 集合 4z 想像 成 列 紧 集合 
dr, 就 是 就 B4 也 是 至 还 入 运 算 子 。 如 果 全 速生 运 算 子 4 有 有 
界 送 运 自 予 41, 那 末 由 公式 4441 一 百 及 上 面 记 证 明 的 将 会 得 出 运 
算 子 如 也 是 信 党 粮 的 鳍 区 , 而 这 不 合 于 事实 ， 

还 要 注 总 全 束 炉 运算 予 的 一 个 初等 证 丑 。 如 果 4 地 一 1 2 
2 是 低速 禹 运算 耶 ， 而 cx 是 复数 , 那 未 运 筑 予 4 一 cd 十 
十 oo4s 十 十 cmd 也 是 全 速 宗 的 。 

如 果 % 是 任意 有 内 的 元 序列 ， 那 沫 由 它 可 以 取 一 部 分 序 齐 
Vn, 使 序列 odiwn 腕 人 数 。 由 加: 和 又 可 以 取 一 部 分 序列 os 使 部 
分 序列 4azok 收 笋 , 等 笑 。 最 后 可 得 一 部 分 序列 ws， 使 凡 序 殉 
Gdo0ps 人 一 工 , 2， 他 ) 攻 化 。 查 泛 时 序列 dr 下 站 部 ,所 以 4 是 
全 坏 丢 运算 予 。 

司 以 用 说 来 完 至 琢 现 由 至 连续 自 共 辊 运算 子 砚 特征。 对 实 
上 ,下 辣 害 理 碾 了 江 。 : 

定理 碟 ， 各 果 自 共 顽 运算 子 4 的 襄 是 纯 点 的 , 并 生 省 有 并 
于 渤 的 村 限 点 ,而 共 谱 中 一 切 异 于 短 的 点 宫 具 有 有 擂 秩 , 闭 末 运算 
双 4 是 全 速 态 的 。 

定理 3， 任意 自 共 罩 : 共 叔 念 连 模 泛 个 于 的 疆 和子 的 说 一 定 基 有 让 上 面 定 
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理 中 所 陈述 的 性 质 。 
现在 证 明 害 理 瑟 , 至 于 完 理 58 可 以 由 下 池 的 定理 得 出 ,而 屠 
些 宪 迎 的 证 明 不 仅 并 不 应 用 咬 丽 数 ,并 且 地 不 应 用 完备 性 公理 。 
现在 沦 定 理 52 的 证 明 。 详 五 是 可 分 空间 。 定理 对 于 一 般 的 精 
形 仍 成 立 。 由 定理 的 条 件 可 知 可 以 把 路 圈 有 值 附 以 标号 , 写成 
和 xz ( 才 一 工 ， 2,… 小 ,使 
[n> || > 1h! > (218) 
其 中 当 4->o0 时 h->0。 重复 的 固有 值 要 分 别 写 出 来 。 证 “(3 一 
一 1, 2, …) 是 相应 的 规格 化 正 交 固有 元 租 。 依 条 件 这 组 是 少 的 。 
对 于 元 4%， 


化 之 p> CN Az = | CR 4 《219) 


其 中 人 二 (Z。 3)。 识 Ty 是 有 界 的 元 序列 ,就 是 说 ad 去 多 Ga { 是 
确定 的 正 数 。 我 们 要 证 明 , 由 元 序列 As 可 以 到 出 一 个 收 煞 的 部 
分 序列 来 。 


对 于 元 2 有 分 解 式 
wn = 二 oar; do 一 pa A Ey {2191) 


其 中 o 品 = (os 24)， 面 由 条 件 je <1 可 知 
了 | la 如] 二 Be。 (220) 
由 这 不 等 式 可 知 对 于 任意 的 了 及 nm, | | 委 1。 恋 用 选择 原理 
[18 及 II 于 数列 age 上 去 ,可 以 取 一 部 分 序列 %%， 使 对 于 任意 加 
数列 ad? 有 极限 : ol?>ar。 为 了 写 时 简便 ， 可 设 对 于 任 党 原来 
的 序列 of? 有 极限 : 
lim of = ax (#1=1, 2, 3,"")o {221) 


不 难 砂 出 极限 数 ex 也 满足 不 等 式 


工 2 站 ， 公 过 首 这 筑 子 、 891 


d > 2 l 
> | [ei19 2 (220:) 


事实 上 ,如 果 上 面 的 和 > 如 , 那 末 对 于 足够 大 的 有 益 数 mm， 前 
m 项 的 和 已 会 > 
> 1qz ,2> 12; 
那 示 后 届 2 红 ) 对 于 一 切 足 够 大 的 % 值 ; 
Pa 
这 与 (220) 冲 突 。 在 (219) 的 第 一 闻 数 中 用 由 公式 (221) 所 得 的 数 
代替 ex 可 知 元 的 范 数 不 超过 !。 现在 省 明 等 式 
do-4z 或 limjl4e 一 4zul?=0， va292) 


冀 


由 老 就 可 以 得 到 定理 。 桔 实 上 ， 
[Ar— Ax,!? =- 立 入 | Qn — a | 


分 解 上 而 和 小 丙 部 分 : 

HL 一 4z= 训 对 lead 六 ARas 一 als (222,) 
基 中 的 数 在 下 而 将 辐 定 六 写 [es 一 al9|2<2,60|s 寺 2 
及 不 等 式 (218) , 对 于 第 二 和 可 得 


i en 
> 7310s—a? 2 ) 《〈| exz|2 上 | 和 | 对 SE 
天 一 六 十 工 1 1 


< (esl ler)’, 
珀 恢 (220) 及 (2202)， 
2 和 os 一 0 后 13< 和 2 


发 Be 8 是 尾 意 预定 的 正 数 。 留意 当 hoc 时 和 xD， 可 以 周 定 一 个 
足够 大 的 数 丈 , 使 4 和 as 三。 这 时 由 很 式 (2224) 可 得 不 等 式 
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一 一 一 一 一 一 一 一 


' ~ 
14e— 4b?< 局 好 ar 一 oa 加 12 二 


留意 (221) ,可 知 右边 的 和 对 于 一 芒 足 够 大 的 ”全 不 起 过 总, 租 是 
讼 对 于 一切 足够 大 的 m 值 ,| 4z 一 4ou 相 二 s， 而 了 既然。 是 任意 的 ， 
可 得 (222), 于 是 证 明了 定理 。 

126， 全 半生 运算 子 ( 币 ) .在 本 节 中 对 于 自 共 贝 全速 殴 泛 算 
子 理 论 作 员 一 种 初等 的 研究 ,这 王 究 模 据 于 考究 规 娩 化 元 的 二 次 
泛 画 的 重大 及 极 小 序列 。 演 时 我 个 将 到 处 应 用 履 甸 数 。 完 全 园 祥 
的 研究 全 应 用 于 研究 有 穷 如 空间 hR. 中 的 二 次 型 ,以 及 具有 对 称 访 
积分 方程 的 加 有 健 的 宝 值 同 题 。 
定理 53 ( 乙 ) 仅 速 统 自 共 顿 运算 子 4 甘 少 有 一 个 异 于 需 的 
固有 什 ; 凡 异 于 夫 的 固有 人 入- 一定 有 有 劣 秩 ， 晴 流 有 异 于 乃 的 紫 点 ， 
丙 对 于 鼠 中 任意 4, 元 hy 可 以 依 相应 于 非 零 加 有 从 的 固有 元 规 
格 化 正 交 组 展开 成 个 玄 叶 级 数 ， 
股 4 不 是 堆 汉 算 子 。 依 4 的 有 界 性 可 知 
对 于 一 切 (e, 2) 大 0， 
(A7, 5) [ 
人 条 
的 上 确 界 存在 , 并 且 有 和 劣 。 崩 v1 喜 示 它 。 响 6 是 个 元 序列 ， 使 
本: 后 ) v1o 可 以 设 [| 一 二 所 订 | dy 人) |->v16 
如 此 不 等 式 (46,, 6) > - 汪 及 (4 6) < 一 全 中 型 少 有 一 个 其 
或 隐 个 都 是 对 无 劣 多 4 什 成 立 的 。 设 第 一 个 可 能 性 成 立 。 计 时 狂 
A 一 那 末 取消 某 些 6,, 可 昌 
= Abn En FH (2231) 
而 对 于 任意 实数 。 及 任意 元 w 
(4(és Tt en), Et ew Epler ew, Eta)o (224) 


《223) 
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这 不 等 式 可 以 改写 成 下 面 形式 
espaly, Ht — (Ar, 办] 十 28 吾 [pre 名) ~ (hh, 和 十 
十 Ai 一 心 关 0。 
留意 产 这 的 三 项 式 对 于 竺 塞 实数 s 是 济 色 的 ,可 以 写成 : 
[Re 2 ! SNe ptul— (Au, 从 ， (225) 
鞭 中 我 全 为 了 简 重 品 几 和 用 了 下 面 的 稿 写 : 

3 一 1 一 人 《226) 
留意 由 运算 子 4 的 有 异性 而 得 出 关子 二 次 汪 画 (du ta 的 估计 
[1L00j, 可 得 

Omlul’— CAw, wu) <o lvl?, 
其 中 是 某 一 常数 ,于 是 不 等 式 (22 外 可 以 写成 : 
[Ru, 4) | sc 于 
与 在 让 明定 理 8 时 一 样 地 推理 ,可 以 在 这 不 等 式 中 取消 实数 部 分 
记号 了: 
| 区 | 入 caa 一 lt。 
” 合 x 一 ay 可 得 上 .1 <owAma 一 看 ,而 留 将 (2281) 及 (92 的 ， 那 来 
més — AE 0, , | (227) 
弃 然 和 4 是 全 速 纺 运算 子 , 而 名 是 规 肉 化 的 , 可 以 取 适 当 的 部 芬 序 
列 划 名 存 原 素 的 让 号， 而 起 元 序列 46, 有 神 限 。 册 此 , 依 (227) ， 
可 知 规 钞 化 元 吕 的 序 别 也 有 权限 (wy 关中。 用 ww 表示 这 杖 限 , 就 
是 说 各 -2 其 中 zz =1。 取 会 式 (227) 的 模 限 可 得 


: AT1 = Hirt, {228) 
就 是 及 是 与 加 有 值 上 相应 的 加 有 元 ， 于 是 党 理 将 第 一 部 分 证 
坊 了 。 
虞 瑟 : 是 由 凡 与 由 正 交 的 元 “组 成 的 子 空 间 : 
Hs={%| (2, 21) =0}。 (229) 


我 钢 赴 明 如 果 2E 石 )， 屠 末 AzE H,, 事实 上 ， 


Ld 
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Ax, 9) = (0, Am) = (ao = pis, 21) 一 0。 

如 此 上 4 可 芒 潮 做 是 在 恕 ; 中 的 一 个 全 连续 自 共 本 渤 算 子 , 而 五 
也 可 以 淖 做 是 希 惑 垢 转 实 得。 级 4 不 是 互 s 中 的 堆 运 算 子 ,而 v2 
是 在 妃 ; 中 式 (223) 的 上 确 界 。 留意 依 五 : 的 定义 , 崩 加 上 了 条 件 
(229) , 可知 yw; 所 v1。 与 上 面 一 样 , 可 以 找 出 一 个 加 有 和 值 .ms 来， 
而 ps= 十 za 耻 = 一 va; 并 找 出 一 个 相应 的 规格 化 图 有 元 x 来， 
za€C HH, 这 时 ,显然 pa | pl, 而 


| dz 2)1< lp lls? (ve€EH,), (280) 
必 子 空间 五:, 里 它 是 下 及 与 x; 及 oa 部 正 交 的 泡 所 检 成 的 : 
Hs={z| (2, tm) =0 及 (zc zs) 一 0)。 {281) 


与 二 面 一样 ; 如 果 # 忆 及;, 那 赤 4raETs, 而 4 可 以 震 盛 是 石 : 
中 的 运算 子 。 如 果 它 不 是 等 运算 子 , 那 末 可 得 圆 有 佳 js 及 属于 
匡 ; 的 规格 化 距 有 元 me。 这 时 | 二 |pl ,而 [ml = 办 是 在 zE 五。 
条 件 下 式 (223) 的 上 确 界 ,就 是 说 

Edz eo) lelpsllzls (se€H,), 
昔 得 篇 下 去 , 可 得 固有 值 ji 2， 6;，… ,jm 及 相应 的 , 相互 正 交 
的 规格 化 固有 元 cx, x2， Zsy tn; 使 


PAEAPALAIPAL (239》 
有 卫 . 
Cdr, 二 Die， (283) 
如 虹 (2 21) 一 (2, to) 一 一 (2 2) =0, 
， 泌 演 程序 在 作 下 一 个 疾 有 使 时 物 止 , 就 是 褒 运 算 子 4 在 由 条 
件 


(£2, $1) = (8, D2) = = (2, tn) =0 (234> 
定义 的 子安 于 吾 i+1 中 是 丑 运 竹子 。 作 元 


作 二 J 一 3 (4 Vs) Te» {235) 
Brl 
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显然 这 元 满足 条 件 (234。 闭 订 
4(y— Sy, 0) 0) = 
前 展开 括号 ,并 注意 -4z,= pm, 可 得 
Ay= p>3 (y, ty) Here 


就 是 说 任 沪 做 4y 形式 的 元 可 以 依 因 有 元 x.(s 二 I 工 ,2,…,n) 展开 。 

现在 发 上 证 亡 各 的 程序 可 元 穷 地 烽 芝 做 于 去 。 首 先 来 意 阴 图 
有 值 各 序列 趋向 于 需 。 反 之 , 避 这 困 有 和 值 太 列 wo 的 权限 5 不 等 
于 零 , 而 om 是 与 加 有 值 wm 相应 的 规 客 化 固有 元 , 而 必 被 此 正 交 
能 然 一 切 元 zw 的 范 数 备 于 1 工 , 元 和 集合 do 一 定 是 弄 紧 的 。 另 一 方 
面 ,留意 zw 相互 正 交 ,可 得 

| Av, Avan: = Fert — pantml ?= p+ ps 
而 最 后 的 和 当 m 及 天 腿 地 培 大 时 必 效 向 于 2x2， 这 柱 限 不 等 于 
喜 , 由 此 可 知 元 集合 44 厅 能 是 列 基 的 了 。 嫩 此 当 无 擂 惠 猎 粹 做 
上 面 的 程序 朋 当 neo 时 一 定 有 一 0。 在 由 条 件 {284) 定 习 的 
子 答 间 五 nz 中 可知 
i(Az, 2) | < [pri 2 二， 

而 傣 1100] 中 的 定理 8; 由 此 可 知 运 算 子 4 在 五 zz 中 的 范 数 不 厂 
于 juansz| ,所 这 如 果 2EE 五 sy Az | ny!* lel’, 应 用 这 不 等 
式 于 元 (2835) , 因为 这 元 E 五 chiy 并 留意 195] 


| n 2 hy ， 
人 -四 Go -一 宫 !eo osloh， 


可 得 
本 ja 
4 By, on ) F< lendslel, 


A(#— 二 Cy, oa] = .49 一 之 3 9， De) Me 一 0、 《236) 
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就 是 说 


Ady= 2 > (y, vs) jo Dy (237) 


于 是 定理 证 明了 。 不 难 又 明 ， 人 2 jo 是 元 4Ay 疲 zw 的 偿 立 了 时 系 
数 。 最 后 证 六 x 就 明 运 算 子 4 的 与 菲 过 辐 有 信 竹 应 的 一 切线 性 
无 关 的 区 有 苑 。 识 还 有 一 周 有 元 2, 我 们 可 以 辟 它 与 一 切 z 正 交 
[4331。 涉 术 有 一 和 王 0, dz 一 hx, 而 (2 0 一 0。 证 人 站 (0237) 中 ， 

2 可 知 ;2=0, 就 是 诡 2=0, 这 不 可 能 ,四 为 : 是 辕 有 元 。 

注 4. 留意 在 证 明定 梁 时 一 概 汉 有 使 时空 税 豆 的 完备 代理 ， 
如 此 上 区 定理 的 苦果 对 于 不 满足 这 仅 理 约 宏 旧 号 也 是 正确 的 。 
波 完 备 公 湿 成 立 。 洪 刍 航 总 


习 《2 We) Ts (238， 
由 |(y, 2 组 碾 的 鸳 数 收 煞 [95] ) 因 紫 级 数 人 38) 他 政 笋 , 就 是 设 
3 《2 te) Ce 2 (2 Ls) Wo 
如 此 信 疏 式 (237): 
A{Yy— 加 (y, om)=0, 
就 是 说 ,在 括号 中 的 元 g 为 运算 子 和 4 映像 成 堆 , 而 对 于 五 中 的 任 
亡 元 9 
4 一 名 《yy ty) Xe Ys 《238ay 
车 中 yo 满 是 方程 4% =0。 如 此 , 如 果 对 于 上 面 所 得 到 的 固有 元 
再 瀛 上 与 轿 有 信和 =0 格 应 的 四 有 元 ,而 这 些 因 有 元 i 所 
正 变 并 规格 化 的 ， ee 互 中 的 一 个 于 粗 。 
注 24， 妇 时 焉 常 积分 方程 葵 的 证 明 , 可 得 下 面 的 恩 果 :页 


和 和 不 人 那 来 非 齐 欢 方程 4 一 Xi 十 4 本 
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Mn (Ys, Za 
jy+ 罗 An — NY 


示 因 当 。 和 如 果 和 a 
必须 卫 只 掺 y 与 一 女 相 应 的 赂 有 元 正 奖 。 如 果 这 条 症 满 足 , 天 
有 一 个 解 站 以 由 上 下 的 公式 者 示 出 来, 但 必须 抬 其 中 凡 分 母 等 于 
雾 的 项 部 取 浓 。 还 虱 留 意 , 由 定理 68 ( 乙 ) 起 按 可 得 定理 53。 

187.， 强 收 放 “现在 对 于 公 巡 粮 运算 子 下 另 一 定义 ,这 与 
[125] 中 的 莫 本 定义 同 效 。 演 新 定义 对 于 应 用 更 便利 。 首先 介 铬 
一 个 新 构 念 。 

定义 ”我 们 说 ， 元 序列 wn 引 收 做 于 元 2 写成 m9? 是 指 下 
面 两 条 体 渡 足 : AT) 对 于 任意 苑 2， 


lim (2 9) = (2, Y), (2391 

(2) 话 元 z。 的 范 数 从 上边 为 菜 -E 数 ! 所 办 (1 与 多 无关 ) ,就 是 
说 

No] < (w=, 2,3,.)。 {92940} 


举 册 一 些 由 定义 省 谈 侠 出 的 推论 。 守 时 3o5 下 coz) 于 未 w 一 2 
如 果 wor>V， ，， 2%。 诞 命题 不 成 并 ， 就 是 褒 由 时 收 镍 不 贷 
得 % 坊 2。 注意 从 前 夺 论 的 驳 艇 局 次 时 壬 做 杜 站 人 笋 。2o 2 与 
2 —T—>0 如 景 zs 一 2 而 所 是 有 只 简 性 运算 子 , 那 末 
Tim AT, Ax, 0 界 和 性 可 凡 掉 24 的 花 数 的 有 界 性 及 运 筑 
字 4 的 有 界 注 得 出 ; 而 性 师 (do 3) 一 (Az, 2 可 以 出 下 面 关 条 
得 出 : 
(dz I) = (ny 一人， A'Y) = (AT, Yo 
双击 2=2 时 的 (239) 及 \240) 可 知 [zi 所 1。 如 果 用 能 欢 伍 代替 强 
上 收 族 , 那 洒 几 有 界 人 栋 合 必 是 列 屏 的 ,也 就 是 说 下 面 定 湿 碾 开 ? 
定理 烈 ， 由 每 一 有 界 元 诺 烈 必 ， 
dal <t, (241) . 
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可 以 取出 一 一 区 收 化 的 部 分 库 刚 潍 。 . 

将 就 可 图 空 阐 及 来 斌 明 本 定理 。 设 色 做 = 工 , 2，…) 臣 一 图 
规格 化 正 交 元 组 ,而 4 从 是 元 ww 对 于 组 zz 的 傅 立 时 采 数 ,就 是 融 ， 
全 一 (tn, Zr ‘eo 焦 (241) > 

D3 [a [eh, (242) 
所 以 la"| 志 1。 应 用 对 角 线 程序 ( 见 5353) 于 数 a 名 上, 可 取出 序 


列 名 的 一 个 部 分 序 序 mm 来 ,使 4g? 对 于 任意 有 术 限 。 为 写 时 简 
章 起 网 仍 保留 原 求 的 蒜 号 %， 加 此 可 说 


lim Ql = ko (243) 
Hi (242) 可 得 [42 
> asia<z。 (2d4) 
如 下, 数 cr 决定 一 元 Yi 
如 一 了 CHRK 


而 我 个 将 评 明 4%， 了 yy 《6s 切 ~>( 人 9) ,也 就 是 
及 


二 让 
其 中 本 是 y 对 于 租 的 傅立叶 条 数 ,就 是 酸 
Him Sy Ce 一 人 9) 环 =0。 (245) 
谱 用 [60] 中 的 不 纤 式 (106) ,及 不 等 式 (242) 及 (244) , 可 得 
各 3 
<4P DB 16, 


鲍 为 (oa le<2la, 1 二 2 a 1 
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融 。 是 预定 的 正 数 。 依 般 数 局 15z|? 的 收 敌 性 , 可 以 固定 一 数 
No, 使 下 面 不 等 式 成 立 : 
| 名 0 )5 委 吉 
对 于 出 更 于 (245) 中 的 和 ,可 得 
3 (Gy —ako) Bs <| 2 (ex 一 oa TB。 (246) 
留 党 对 于 一 切 , a 四 ->ai， 可 知 肥 式 (246) 中 右边 第 一 项 对 于 -如 
是 够 大 的 % 沁 所 可 。 如 此 可 知 


| 访 (eB 


而 旗 然 8 是 任意 的 ,可 得 公式 (245)， 于 是 定理 黎明 了 。  ”. 
在 陈述 至 这 和 粮 运 算 子 的 新 定义 之 前 ,首先 表 证 明 一 个 定理 。 
定理 站 如 时 m2 而 ry， 那 末 (vrs go 一 (2 和)、 
人 
只 须 谣 明 (w,， 纪 )->(zs 切 。 第 二 结 答 可 借 两 元 次 序 的 次 换 
而 得 出 。 首 先 
| (a) go 一 Co) 9) | < | (os ys) 一 人 ny | 二 
十 ] (ws 9 — (te, DE = | oo om 一 人 | 二 | 人 oo 9 — (2, y) 1 
留意 (240) 及 [93] 中 的 不 等 式 (6 ), 可 得 
| a 9) — C0, DE SHy yh | (en WD) ~ Cs 0) 1o 
右 过 第 一 项 ->0， 因 为 y,=y, 而 第 二 项 ->0, 因为 z 一 2。 所 以 
《zu go 一 人， 纺 ， 于 是 定理 得 证 。 
加 果 有 两 个 序列 办 及 加 一 个 能 攻 效 ,， 是 另 一 个 强 妆 化 , 其 
神 限 各 是 4 及 gy, 而 4 是 有 界线 性 运算 子 , 那 未 - 
lim (Am, Yn) 一 人 42 殷 。 (247) 
这 芋 座 交接 由 定理 6 及 下 面 的 事实 得 出 , 部 如 果 23>2， 于 六 


吐 8， 
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4 一 4 而 如 果 or 一 0; 天 本 4m 一 4r。 混 在 关于 全 违 磷 运算 子 
下 两 个 新 定义 。 

定义 1， 或 亿 混和 性 疾 筑 子 剑 是 全 速 纺 的 :是 提 公 式 (247) 
对 王 任 让 要 收 黎 二 2 及 久 的 序列 加 与 如 都 万 次 。 

定义 2 我 们 强 线 性 运 信子 4 是 公 速 午 的 ， 是 指 由 -re 可 
得 Atn=>Az。 

现在 放 明 这 丁 定 义 是 同 效 的 。 仍 4 对 于 列 收 笋 的 序列 mw 及 
gr 满足 条 件 (247) 。 可 以 写成 - 

(Am,— Azl?= (hs, ms 一 4z) ~ Ch， Avs— La。 

如 果 2,2， 那 末 Az 一 44->0, 而 右 沈 的 丽 项 依 (247) 妆 黎 于 雳 ， 
就 是 讼 14z, 一 4z1->0, 妆 Az, 斑 An。 如 此 ,出 第 一 定义 可 得 第 二 
定义 。 现 在 融 由 on 一 2 可 得 4m, 一 4z。 这 时 公式 (247) 直接 由 定 
理 抵 得 出 。 巴 然 已 知 上 面 两 定义 同 效 , 为 了 放 明 它 个 与 ff2 国 中 
的 基本 定义 同 勤 , 只 贷 证 明基 本 定义 与 定义 2 同 效 。 席 4 满足 定 
义 2, 而 wr 是 有 界 的 元 序列 。 依 害 理 54, 可 以 选 一 部 从 序列 mi， 
使 we 一 zc， 所 以 焦 定 义 2，4zw4z， 就 是 说 第 合 4z, 是 列 紧 的 ， 
因此 由 定义 2 可 得 基本 定义 。 反 之 , 焉 4 满足 基本 定义 , 并 咒 
mo->Z。 应当 证 明 4z, 一 4a。 我 们 使 用 归 散 证 法 。 家 4x, 不 一 4， 
就 是 褒 存 在 一 部 借 序 列 标 号 , 使 |]4ow 一 4zi>>e>0。 依 基本 定 
义 , 和 集合 hr。 是 列 紧 的 ,并 可 以 裔 4z。, 强 收 敏 于 某 一 元 2 而 由 于 
142m 一 Ac} 这 9>>0, w' 应 与 442 不同。 但 cu->z, 所 以 dr->4c， 
而 新 然 Luo 4z， 所 以 4zw->2' Aw。 于 是 得 出 子 盾 。 

如 此 底 明 了 关于 储 违 稿 运算 子 的 新 定义 与 世 本 定义 同 数 。 在 
下 面 将 解释 在 1 及 Za 中 能 收 敏 的 概念。 

注 ”如果 元 集合 满足 条 件 (240) ,天 玉 为 了 验 明 条 件 (239)， 
在 可 分 空间 的 条 件 下 , 只 须 论 明 对 于 某 一 了 天 的 规格 化 正 交 姐 %， 

Hm (t,o) (ey) ho1, 2，…)。 (248) 


本 


芋 8， 运 算 竹 的 疤 对 范 数 1 


这 症状 为 任意 元 9 可 户 庆 和 4 分 解 : 
Y= 训 DZks 
所 以 
| 六 hs) < nl 
还 娶 注 写 由 双 连 纺 运 算 子 定义 得 出 的 一 个 推 其 。 和 如 果 当 wsr~> 
5 及 yo39 时 (247) 成 立 , 那 末 lm (ou 4 oo 一 2 你 功 , 就 是 
侣 如 果 4 是 全 速 绪 运 筑 子 : 那 林 A 也 是 全 可 续 运算 耶 。 


128， 先 算 子 的 种 对 洁 天 ” 现 在 介 组 一 个 与 月 穷 厅 室 关中 矩阵 的 达 的 斤 
念 相 联系 的 概 仿 。 寻 4 是 缠 性 运算 于 ,而 cw 及 yi (em1) 2 …) 是 两 个 天 规 
格 化 正 交 钥 。 作 下 面 的 非 负 项 和 : 


全 (drpy ye) (Yes dm) = T) | (4zpy Ya) “0 (249) 
Dml Pur 


用 叉 (4;xp， yq) 万 东 这 和 的 平方 根 的 算术 值 。 这 值 或 者 是 有 穷 的 ,或 省 是 
(+ o)。 现 在 性 时 这 知 与 关 钥 xp 及 yo 的 选择 无 关 。 留 意 (Azp， Yq) 是 元 
44zo 恢 禄 yq 展开 的 便 立 叶 胰 将 ; 由 于 阴性 方程 可 以 把 (249) 改 等 戌 


Na(4djzoy Yo) = 己 1 4xj?。 (250) 
兄 一 方面 ;注意 (4xp, to) 《xpy bo) 可 得 
Nhjz: yo) = NArjye rp) = EA'Yol, ~ (25 


由 方程 (250) 可 知 加 3(4;zp; yq) 与 粮 yq 的 选 反 无关; 而 由 (251) 可 知 这 时 与 
让 ep 的 选 提 无关 ,如 此 N4(4;zpy yo) 局 然 可 以 简 嘻 胞 Na(d)。 正 数 Nd) 
姓 做 运算 子 4 的 起 对 范 笋 。 这 范 数 可 以 等 于 (十 coy。 留 总 (250) 及 (251) 及 
N(4d) 与 家 Ts 太 Yo 的 光 关 人 性 ,可 得 
N(4)=N(A")。 (252) 
忆 由 公式 
NI(4+B) = 六 {Arg Dz,l? 

及 外 中 中 的 不 笑 式 (107) 可 得 

N(A4+B)EN(A) +N(B)。 (253) 
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足 忆 是 么 落 疙 算 子 。 这 时 D-lz 是 一 于 规格 人 北 正 交 租 [121]) 而 004s = 
二 届 纺 。 由 此 依 (2590) 可 知 | 
NUAU-) =N (A), {254) 
就 是 附和 义学 相 榴 的 运 筑 子 具有 有 同样 的 委 对 范 数 。 驶 入 (4) 有 穷 ,并 识 2 是 茶 
一 规格 化 元 。 我 们 可 以 取 它 做 规格 化 正 交 和 粗 的 第 一 元 ， 这 寻 由 公式 (250) 可 
知 和 N24) >]421:， 就 是 襄 
| 当 1zi=1B8 1Arl<N(4), 

由 此 可 知 运 算 子 的 平常 范 煞 二 其 和 对 范 数 。 

定理 5 和 868、 如 果 运 算 子 和 4 的 相对 范 数 是 有 和 穷 的 ; 那 末 扫 是 答 速 第 运算 了 于; 


A A 


NCA) = 克 ， 《255》 
其中 心 基 和 4 的 辐 丰 他 (春风 有 信 由 职 的 次 牧 签 于 共 票 儿 度 而 有 边 的 级 数 


歼 数 。 
谣 74>2。 应 当年 明 dz 全 42 。 作 其 z42) 逢 以 2, 一 2 代替,， 应 当 姨 
明 : 如 果 #->0, 半 末 上 4sn]->0。 合 入 二 分 解 4: : 


所 二 名 a ry (256)》 
> 
因为 530, 所 以 当 z >eo 时 
上 如 > 一 《人 Xx)—>0 。 {257) 
使 用 运 党 子 4 于 (256) 的 两 边 ,并 把 右边 的 部 分 分 成 两 个 ; 
A= od de。 (258) 
关于 第 二 个 和 : 
,| < lds 
< 2 ae 总， Jazz 。 
屁 外 ， 


> | sm 1 ,ST 
,lenl, 


而 因为 zw->0， 上 而 的 和 对 于 任 羯 区 及 % 不 能 壤 过 其 一 正 数 请 ， 双 由 圾 数 
{250) 的 收 笋 ( 傅 郁 对 范 数 有 卷 的 条 件 ) 可知 
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当 N-*e 时 ,21 14erls-0。 

因此 ， 仗 (259)， 对 于 任意 镍 定 的 正 数 。 可 以 国定 一 数 No， 使 

人 | fs 

| 入 :sn 

由 (258) 可 知 

i 

14ol< | 名 eae， 
ol | 


而 依 (257) ; 对 于 一 知足 够 大 的 4 右边 的 第 一 项 < 去 就 是 脱 144o1 ce 由 
此 ;因为 6 是 任 鹿 的 ,可知 44tnj->0。 如 此 证 明了 4 是 杂 束 续 运 算 子 。 识 4 
是 公 速 入 自 兴 李 运 算 子 , 而 以 它 的 加 有 元 作 租 ss。 这 时 4zp 一 prw) 耐 公 涉 
(255) 可 以 王 深 出 (250) 得 及。 一 般 讨 来 ,如 果 4 是 具有 区 点 说 的 自 共 顶 运 先 
子 , 那 来 公式 (255) 成 立 ; 而 般 数 (255) 的 收 铬 与 这 运算 于 的 条 对 范 数 的 有 六 
性 是 同 效 的 。 

吏 在 介 铝 一 个 与 有 穷 厅 安 员 精 形 由 矩 随 的 述 相似 的 新 朗 爹 。 驶 4 是 自 
浴 辊 正 运 算 子 。 可 以 作 运算 子 了 = 4 [1103 网 44=B2。 作 运算 于 BB 的 肖 
对 范 数 : 

N2(B) -部 Lpzoj= (Bz, Bxp) = Srep, ap = 名 (4zoy to)o 


由 此 可 以 看 出 ,对 于 自 共 乾 正 运算 子 , 和 


> (Axp, Tp) 


Be1 
与 打 zp 的 选择 无 关 。 芝 和 呀 做 运算 村 4 的 选 , 并 用 Sp(4) 垢 示 。. 由 上 面 时 
网 可 知 


Sp(4) =NIV T= (dzo mp)。 《2601) 
如 果 4 有 纯 点 谱 , 可 用 4 的 固有 元 打 成 妇 域 格 化 正 交 起 zz 于 是 由 4zy= 
一 4pzp 可 得 
Sp(4) = 这 tpe (2602) 
注意 如 果 4 是 任意 弃 算 子 , 那 末 4*4 是 自 共 焕 正 运算 子 , 面 
SP(4 4 = (4 hz 27) = Lr = NA), 《26D 
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现在 薄 明 一 个 下 面 衣 用 的 未 助 论 理 。 
旦 助 定理 ”有 -- 序 列 才 斑马 e 全 一 1 2; 3，…) ) 共 范 数 (或 起 对 小 数 ) 
下 超过 正 数 %y 碳 让 粗 成 一 收 俩 圾 数 。 这 时 航 数 


半 = 二 A 十; 十 4 十 … {262) 
收 斤 ,就 是 说 溪 筑 于 序列 
54 十 4 十 十 4 (263} 
痛 栋 民 , 而 44 的 落 教 (或 乱 对 范 数 ) 和 下 面 起 数 的 和 |; 
bp3| 3 。 (264) 


将 就 平常 范 数 类 奸 听 畏 汉 定理 。 肥 汇 种 pa 十 人 pt 十 和 + pim 的 范 康 
不 超过 时 民 二 二 42 士 … 十 psm9 而 对 于 大 的 p 及 任意 的 m) 这 和 可 以 成 为 在 窜 
小 。 由 此 可 知 序列 (263) 收 化 ,就 是 襄 航 数 (262) 收 做 。 如 果 工 的 范 数 大 于 赵 
数 (264) 的 和 ， 那 示 对 于 足够 大 的 人 值 ，Br 的 范 数 也 会 基于 赵 数 人 (264 的 和 ， 
而 这 不 可 能 ,因为 By 的 范 效 不 类 于 下 十 3 十 … 十 革 ) 春 涯 丢 党 部 十 了 朋 了 。 对 
于 起 对 A 并 也 完全 一 样 。 

189. 说 的 闫 点 ”从 柄 一下, 所 请 自 共 示 运 算 子 4 的 涪 的 凝 吉 力 是 指点 
链 的 研 限 点 ; 或 芋 无 劣 秩 的 加 有 值 ,或 是 速 烙 研 的 点 。 本 闻 的 上 的 力 是 证 限 
下 面 的 定理 ; 

定理 至 如 时 对 于 自 夫 志 泛 委 于 剑 族 加 上 全 束 伍 约 自 兴 者 医 贫 于 Cy 
郑 末 这 时 游资 点 的 集合 并 不 让 页 ， 

首先 竹 阴 两 个 辅助 定理 , 这 可 以 补充 [Ft03] 的 定理 15 。 

坦 助 定理 1， 如果 和 二 4 其 自 共 四 泛 筑 半 4 的 红 的 此 点 ; 那 末 存在 一 序 
列 规 格 化 的 元 莒 ， 这 序列 双 汶 仑 于 零 , 并 及 

A el (265) 

如 果 4 是 点 吊 的 标 限 点 , 或 元 淮 秩 的 面 有 利 ; 那 末 必 存 在 一 光 益 序列 的 
相互 正 交 并 规格 化 的 元 xs， 其 相 应 的 辕 有 值 X 赵 向 于 4。 如 果 z 是 任意 元 ， 
悄 末 其 傅立叶 系数 om= (zz 趋向 于 罕 ， 所 以 zo>0, 而 在 所 考察 的 情形 下 ， 
”我 们 的 千 答 可 由 下 面 公式 得 身 : 

上 4 一 Arob 一 | (A— AnE) nt (ha— A) | ms 
| bi | "xn 一 1 二 

现在 设 上 是 过 撤 广 的 点 ; 而 以 是 从 图 数 的 器 科 部分。 对 于 任 寒 小 的 正 数 3 


能 的 攻 点 Eb 


洲 冯 4 一 的 -3 是 在 菏 一 子 空间 Ys 中 的 投影 送 入 子 。 到 正 数 序列 5,) 使 
3 一 0; 并 取 zs 中 的 加 将 化 元 加 押 扯 破 的 序列。 证 明 这 对 罚 助 定理 的 灶 ; 负 
， 节 成 普 。 估 和 的 定 闵 ，(® ian Ss ) 4 二 Zny 兴 对 子 任 瓷 元 2， 

《Z Ka) = 2 (tas en Tn = Cren— ddn) Fy Tn)y 
而 . | wr) | < (G+8n ~ 2-5n) <) 
但 Pi 一 名 -iD 所 以 ->0 能 下 各 。 为 了 旋 明 (265 ,应用 下 面 显 然 的 公 
式 : 
je 一 zol 全- 从 一 癌 了 (ETny or) 一 


= 人 信介 外 ( (pes 一 下-8) ny 8) = 


A+ 


Re -a (Rn nl 


ee 146. ho 12= >0 
埔 助 定理 2. 起 失信 丰 入 一 中 不 寺 计 的 尖 天 人 了 人 的 起 


ZN DY 


~ 数 ay 使 属 寺 一 切 足 够 大 自 


LAx,— uxnl a>0, {28613) 
惰 畏 助 定 理 的 条 件 , 存在 一 正 数 区 使 在 世间 4 一 Qe%<a 寺 中 岁 画 数 6 或 是 
定 值 的 ,或 者 它 的 改变 力 是 在 和 X=& 点 处 的 距 肤 ,而 与 这 不 带 粮 跳 贱 要 永和 的 蝇 
有 元 子 空 钥 za 的 夭 数 有 旁 。 剖 末 

A — rz bs =| , 2—Dad rl) 

| 
之 0 [| arn) a (Me 9 一 le, +dTn 19)] 
= Oe, arn)? ~— EA 3? 


区 
CO 一 Weleaenja 寺 | 人 一 由 各 jz 和 > 
此 


邹 
An — rk? RG Md) Tny Tr)o (207) 
和 如果.48 一 让 -a 二 0， 淹 术 倒 4 二 a 可 得 人 260)。 理 让 识 态 在 *=x4 处 有 跳 踪 ， 
带 红 ;Zz zim 臣 工 ,中 的 完 侈 正 交 狂 。 如 索 
(Sra Esa) tn (ens 2e) ss, 


而 妇 类 za-30，(8,4a 一 5.) mw 坟 0; 出 由 公式 (2671 可 知 (266) 对 于 足够 大 的 ， 
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4 满 是 ,只 要 ( 比 访 说 是 ) 会 a= 记 4 就 可 以 了 。 由 刚 枉 明 的 转 助 定理 协 接 可 
知 六 俩 X 二 是 缠 的 蜂 皮 ,必须 县 只 希 在 在 一 庶 列 绰 痢 比 的 元 羽 ; 使 Zrt0y 
并 县 (365) 成 立 。 
现在 不 难 证 明定 现 57 。 对 于 运算 于 4 加 坏 生 述 线 自 共生 运算 子 0 会 
=4+C。 这 时 4= 才 十 (一 0) ,其 由 (~0) 也 是 允 速 近 自 共 匈 运算 子 。 映 
和 一 k 是 和 的 高 的 由 点 ,而 4 是 满足 条 件 (265) 的 序列 。 革 时 工 然 >0， Ozn 芒 
仿 0， 由 不 等 式 4426 一 2zn! 才 |426 一 pzn| 十 上 Ozal 可 知 E41zs 一 pxnl>0; 就 
是 褒 一 4 也 是 如 的 蓄 的 席 点 。 完 公 同 样 。 闪 然 4 二 4 十 (一 0) 可知 灰 之 ， 
丸 生 的 油 的 拜 点 也 是 4 的 说 的 凝 点 ; 子 是 定理 证 明了 。 
130. 错 改换 成 炖 点 错 “本 忆 朋 的 是 征明 下 面 定理 : 
定理 铝 ， 对 于 颖 高 民 痊 的 良 共 覃 运 入 开 4 可 以 加 上 -个 自 共 量 信 束 搜 
泛 算 天 C, 使 0 的 起 对 范 数 不 超 址 任意 天 定 的 正 数 qy 而 4+C 有 起 点 购 。 
首先 让 明 一 精 助 定理 。 
精 助 定理 。 对 于 侨 寅 调 定 的 正 数 。, 及 任 罕 疯 突 的 元 可 以 作 一 有 汐 粮 
的 并 突 闻 工 及 一 全 速 第 的 自 共 网 运算 于 0, 使 
wwEL;NICO) Ss Wm EE-L 简约 4~0。 (288》 


一 fm 00) ， 作 元 


ys 三 本 at(k~DAlTp (a=m~— 9; 天 一 I， 2 .sn), (269) 

兴 中 为 正 闵 数 "将 让 下 面 固定 起 来。 作 诠 格 化 元 6=yki cp) 其 由 cy= ys > 
可 坟 富 成 ' 

ep (270) 


其 中 吉 当 如 =09 时 不 确定 ;如此 的 项 将 从 和 中 侈 去 。 著 元 4 属于 与 扫 影 运算 
EE +E~1)h 相应 和 的 子安 册 ， 直 粗 成 一 规格 化 正 交 粗 ， 依 定 文 (269) 及 
L1087 果 的 公式 站 04; : 


4 了 一 (e+ )aels= Fs [Ee (a+ hh} Jd (srs ZE) 丰 
+k 
“le [一 {a +kh) a ssl’ 


ha 5] 一 3 一 四 3 
0 二 人 sx 和 一 3 zx T=, 


就 是 襄 


130， 赠 必 换 成 宪 点 庄 407 


和 dz 一 (a -HaR) El Ry 
我 们 可 以 写成 
hsy= (a 二 kp) 二 共 中 上 ux]<h 。 (272) 
吕 工 是 由 锯 拓 量 #4 全 =1; 2; …'y 全 粗 成 的 子 空 阳 , 而 了 是 匡 中 的 投影 。 汉 
算 于 一 了 是 五 一 工 中 的 投影 ,而 依 (271) 可 以 写成 
(BE~P)Asp= (E- Puy 而 1B-P) A ho (272) 
十 充 34 信 =1; 2，…, mn) 成 为 完 双 的 规格 化 正 奖 钥 。 近 时 Peak 一 条 当 上 < 时 
成 站 ,而 涩 >* 时 Pzk=0) 于 是 对 于 运算 子 ( 玉 一 了 P)4P,) 会 (272)， 
当 ken 时 (EP)APsl he, 
当 za 时 二 (了 一 站 4Pz -0， 
所 以 
NUE-P)APJEV Wh 于。 《273) 


作 自 共 塌 运 算 于 
C=LE-P)APITL(E~ PAP I*=(E-—P)AP+PA(S—P), (274) 


依 (252) ，(253) ，(273) ,可知 NO< 2 依 (270)， zuE€ 工 ， 
并 可 以 选中 台大 ;使 (289) 中 的 东 二 条 人 往 满足 。 独 下 的 只 是 坦 明 瓦 一 工 能 多 
4 一 C 了。 由 公式 (274) 得 
A-O=(B-PAEB-PDI+PAP, 

由 此 既然 P=P) P (EF 一 也) = (一 P)P~0, 可 知 P(4-0) 一 P4P) 及 
(4 一 0)P=P4P, 就 是 史 卫 与 4-CG 交 措 , 所 以 工科 多 4 一 0 罗 此 克 一 
简 移 4 一 0[116。 

杀 来 丰 明 定 更 55 。 取 在 及 中 到 处 科 密 的 一 个 元 序列 7, (n=1, 2, 3， 


“…) ,而 及 股 是 可 分 的 。 对 于 运算 子 4, 及 ao 一 国 ， 一半 ;使 用 辅助 定 再 的 作 
法 。 于 是 得 出 一 有 穷 亲 的 于 安阳 对 1 及 一 运算 子 Ca 使 N(CD) 改名 ,而 4 一 
可 以 看 做 是 妞 一 2 中 的 运 第 于。 股改 是 本 在 互 一 2 中 的 投影 。 如 果 
所 中 0, 那 末 在 希 动 藻 特 空间 瓦 一 Mi 中 对 于 运算 于 4 一 0 及 ao 一 宝 ) s 一 也 


使 用 辅助 定理 的 作法 。 可 得 一 子 空 关 对 及 运算 于 0 使 入 (C2 < 了 4 一 
一 一 0 可 以 看 做 是 豆 - (at 十 对 3) 中 的 运算 于 。 在 空 关 瑟 (22 于 于 9 中 


对 于 运算 于 4~ Ci-0o 一 六 -及 取 % 为 zs 在 及 ~ Qf 于 2) 中 的 投影 ， 


408 第 始 辣 ”项 锚 析 特 从 出 获 


使 用 辖 助 定理 的 作法 。 可 得 Ms 及 Cs 如 此 外线 下 去 。 子 空 关 妾 位 于 帮 一 
一 开 : 中 就 是 菩 下 3_LMY 。 同样 了 居于 吾 一 《Mi 二 对 申 ; 所 以 31 工 了 
Ms 工 Ms 。 如 此 鳝 有益 礁 室 间 fx 是 彼此 正 交 的 。 优 作法 ， 和 E aray 所 以 安 
在 吾 一 了 i 中 的 投影 是 零 元 , 叉 因 xs 一世 二 2 并 中 戏 EIYy 的 工 互 一 了 za 。 由 
此 可 昂 * 在 互 一 31 十 3 中 的 投影 是 响 元 。 同 祥 zs 在 瑟 ~ (MM 十 十 MM 
中 的 投影 等 于 等 元 ,等 等 。 如 果 作 祥子 空间 对 ; 之 正 交 和 和: 
Eo== My Ba ss 3 
耕 未 任 乔 如 在 五 一 Mo 中 的 投影 狂 于 状元 。 现在 是 明 Mo 与 百 重 全。. 肌 = 
是 任 剖 元 。 对 于 任意 祖 定 的 正 数 9 存在 一 个 x 使 Jz 一 z,] < 和 就 是 说 
mt 十 nj 而 js?9。# 站 有 豆 ~ 双 中 的 接 影 等 于 在 入 一 和 中 的 按 影 ， 
因此 x 在 五 ~316 中 的 找 影 的 范 数 不 大 于 1 。 弃 然 7 坟 任意 的 ; 由 此 可 姑 妊 
总 元 在 且 一 M6 中 的 投影 等于 零 苑 ,就 是 脱 6o= 五 、 邵 此 可 以 殷 豆 卖 示 
成 锻 有 劣 雁 子 空 胎 34 的 正 交 和 的 形式 : 
HM NN (275) 
由 共 耦 全 带 焙 运算 子 04 只 定义 于 豆 一 了 8 中。 可 以 嗓 当 zE Mi 时 0az=by 
于 是 把 它 扩展 到 整个 卫 上去。 如 此 共 弧 对 范 数 并 不 坛 名 , 而 且 它 仍 是 花 百 
中 肖 兴 元 爹 涵 燥 的 。 同样 , Co Cu … 也 可 以 扩展 到 整个 豆 上 去 。 留 意 
NO < 束 ， 霸 注 全 [129] 节 中 的 辅助 定理 , 可 以 作 骨 共 地 全 过 镇 运算 子 
CC 一 CT 二 Ca 二 Cs 十 3 

而 加 (0') 去 c 。 子 空间 于: 简 间 4 一 0 。 当 Nm 3 时, 污 算 子 .C 底 然 扩展 型 
整个 鼠 上 去 , 它 消灭 za 中 的 元 ,所 以 2 简 焊 4-0'。 子 宏 间 27s 入 煌 远 
算 于 4 一 01~Csy 而 这 晨 和 是 定义 于 五 ~ Mi 上 和 有 的。 运算 子 03 当天 >3 时 消 
灭 凡 属于 用 1 十 对 ,的 元 ,所 以 用 ;简称 4~0:。 完 到 同样 可 以 奸 明 及 3; 入 
系 和 4 一 0'。 但 每 个 戏 % 是 有 淄 稚 的 ,因此 4 一 0 在 ML; 中 是 有 重点 说 的 。 鲁 
合 275) 可 知 活 算 子 4 一 Cr 的 园 有 元 规格 化 正 交 钥 是 在 五 中 天 的 。 合 C 一 
= ~01) 可 得 定理 58 的 不 明 。 

应 用 这 定理 可 以 王 阴 下 而 的 定理 :如 果 自 兴 更 运算 子 A 及 4 的 粘 的 县 
点 是 相间 的 ， 那 末 必 存 征 一 么 范 运 繁 于 了 及 一 月 共 示 从速 镍 运算 子 C， 使 
As=U AJU-IFO, Y. Neunann, integraloperatoren, 1 页) 。 

131， 正 常 运 算 子 ”再 举 出 一 种 特殊 的 线性 送 算 子 。 这 就 是 所 询 正 常 运 
算 于 。 一 线 收 运算 子 4 眶 做 正常 的 ,是 指 它 与 它 的 共 辆 运算 于 交换 就 是 说 。 


181. .正常 运算 子 4 


Le 一 dzd。 (270) 
自 共 顽 及 入 范 运算 子 都 是 正常 运算 子 的 怕 例 。 和 如 时 全 
二 = 于 CH495 = 二 (-49， (277) 
那 未 可 以 把 筷 及 4* 用 自 载 敬 运算 陡 41 及 44; 表示 峡 泛 ; 
em A” RS 7 


A 


算 子 41 及 4 Ra #5. 六 那 末 这 两 运 运 第 了 的 攻 栈 数 0 及 
E09) 对 于 任意 及 # 村 交换。 定义 一 淡 佐 从 林 复 谈 数 w= 入 十 版 的 投影 运 证 
子 : 
Za 一 CE (w 一 入 十 ma) 《2797) 
这 投影 运算 子 只 在 复 亚 数 < 平面 的 其 一 区 间 如 上 变化 南 对 于 运算 子 4， 和 有 
一 完全 与 岂 夫 白 示 筑 子 名 情形 相似 的 公式 成 立 ; 


> i add (zi 们 二 | wats yy) (280) 


我 们 来 证 咀 第 二 个 公式 做 岗 。 屋 区 并 4 由 不 等 式 04D 及 CSA 定义。 
对 未 
He (Eazy 切 一 [aa (2 地 十 i add, (GD PDL, Y) 。 


在 上 通 的 第 一 个 积分 中 ， 当 作出 黎 受 -斯 换 嘉 杰 和 和 之后 ， 鞠 依 二 取 和 ， 因 为 
积分 号 下 羡 数 与 # 元 关 , 而 这 时 应 当 留 意 : 59 二 0, 2 人 = 和 。 内 合 帮 第 一 个 
积分 中 可 以 于 候 太 取 和 和 ;其 中 一 0 5 四 = 多。 如 此 可 得 


】 dd (tur) Y) = fa {Gz, 1) zi nd (Er,Y) = (Ayxyy) FitAars ty » 
而 


六 一 方面 ， 
(dzy y) = (ity 9 Tcdaoy HW , 

比较 一 下 ; 可 得 (280) 的 第 二 公式 。 正 沼 运 筑 子 的 法 一步 的 一 般 二 葡 可 以 与 !3 
和 让 共 入 运 算 了 于 理 殉 相似 地 秽 线 

设 在 正常 汉 筑 子 4 的 情形 中 ;四 共 者 运算 子 .4: 及 4 资 和 神 虑 识 。 可 以 取 
由 出 及 .4 的 公共 固 朋 元 狂 成 的 图 规范 化 正 交 竹 如 ( 伏 = 工 2，3， L124， 
就 是 属 : 

La 一 上 La 


显然 


410 范 四 童 ” 送 勒 柏 特 上 符 并 答 


ATr= (A1tidA2) Typ (HE 二) Thy 

如 此 汉 是 上 4 的 国有 元 ;与 加 有 简 rn 十 sz 如 相应 。 

再 考察 正当 运算 也 4 是 从 速 烙 的 请 形 。 我 们 知道 , 这 时 运算 子 4" 也 是 
交 巡 续 的 ,而 依 (277) ; 运算 子 41 及 4 了 是 从 融和 楼 的 。 不 难 把 定理 53(Z) 
也 推广 到 正常 从 连结 运算 子 上 去 。 中 uy 是 4 的 不 等 于 堆 的 固有 值 ,而 x 是 
共 相 应 夯 有 元 ,就 是 觅 

-az 一 PC o 
留意 4 与 41 详 换 ,把 两 边 屁 攻 4 可 得 
A (ark) 一 Ap 本 say 

过 是 届 4azs 丰 是 夫 元 , 址 是 与 同一 加 有 和 念 ri 相 族 的 固有 元 。 肌 必 是 秩 的 
加 有 值 ,而 坟 = 441 一 … 培 hp4ys-1。 此 时 依 上 面 所 谣 的 ,者 当 


下 + 下 
4 ont Gb ktly ee hh Ds 


Ge (dat ze) = (Ly Asxs) 一 0 
就 是 哆 ci 组 成 有 穷 去 尔 窗 竺 短 降 。 对 于 将 x, 作 么 范 映像 ,这 是 无 关 宏 间 的 ， 
于 是 可 以 把 这 挟 障 变 成 对 角形 ,而 如 仍 保持 原来 的 踊 号 ,可 玉 号 成 
2 一 Ha ar pr (一 在 EI- E+h—m1), 
“其中 基 些 个 v 车 至 于 它们 会 体 都 可 能 等 .等 。 可 以 对 于 好 的 几 示 等 于 堆 
的 覃 有 乔 作 这 种 映 称 。 都 过 这 喘 像 之 后 ， 可 能 并 不 得 出 4 的 一 切 异 于 埠 的 
大 有 值 。 如 果 取 这 些 不 能 如 此 得 出 的 4 的 熙 于 零 的 固有 元 ,并 必 菩 类 似 于 
前面 的 方式 来 做 映像 运算 ， 9 4 及 4: 鬼 作 用 , 那 未 最 后 得 内 有 穷 多 或 
可 数 无 宛 多 元 yx (k= 2，…) ， 这 吾 元 相互 正安 ,是 规格 化 的 ,并 和 且 送 合 
Ayr = yp; A = uy, 
其 中 对 于 任意 %, 两 个 实数 a 及 纸 ; 中 至 少 有 一 个 不 等 于 襄 , 而 凡 与 异 于 
零 的 固有 得 相 应 的 4, 的 固有 元 ,可 以 由 有 旁 多 个 yj 的 一 次 式 吉 出 ,对 A4; 甬 


也 一 侨 。 此 外 ,显然 

Ayx= (十 ge Aryp= (A ~ i ye 
设 T= Ay= Tiidy 。 
依 定 理 53 (一 )) 


A y= Diyrs A = betes 
Pe ee 
TAYy= Dor thr) yy 


182. 辆 助 命题 4 


注音 ?和 如果; 比方 堆 是 ?一 0, 那 末 在 4ty 的 分 解 式 中 小 有 合 坊 的 项 。 咀 明 
Bl26 中 的 定理 83 的 类 和 似 命题 对 并 不 应 用 可 分 性 公理 , 也 不 应 用 完备 性 公 
理 , 后 者 在 [126] 的 推理 中 也 和 如此。 在 上 面 全 看 到 [123], 如 果 远 算 也 4 是 当 
兴 辆 运算 子 卫 的 画 数 , 那 来 4* 也 是 台所 部 数 ,因此 4 与 4" 交换 就 是 及 4 
是 正常 运算 子 。 如 此 , 自 共 扳 运算 子 的 任意 画 数 乃 是 正常 运算 于 。 北 命 题 也 
成 立 : 凡 正 常 运 算 于 必 吓 基 一 自 共 元 运算 子 的 国 数 。 事实 上 , 退 有 正常 运算 
于 4 4 十 id 。 壬 共 乾 运算 子 -4 及 4 交 浇 , 因此 , 依 [12 遇 所 说 它 候 区 
是 同一 肯 共 厚 运 算 子 B 的 琐 数 ;As 二 (5), 4,=F2{B)。 作画 数 0) = 

=F (+i Se 可 得 和 4 也 (B) ,这 正 是 所 要 证 的 。 

182， 辅 助 命 星 ”本 节 及 下 节 的 任务 乃 是 证 明 [1091 中 的 范本 定理 29 及 
下 酚 的 事实 ， 0 共 厂 运算 子 4 交换 那 末 它 也 与 后 者 的 汪 
海 漠 辑 数 上 和 任 窜 ) 交 换 。 在 时 论 这 丁 明 时 将 上 应用 在 [109] 以 前 的 糙 果 。 疙 
人 先 应 当 寻 葵 儿 个 精 助 定理 。 

辅助 定理 1， 如 果 4 及 是 交 光 的 自 共 亏 运算 子 , 并 满足 关系 


A? = 82, (281) 
部 了 是 在 于 宏 央 工 中 的 机 影 次 曝 子 , 工 是 漠 屋 方 各 


(4+B)z0， 就 是 Ax 二 一 Bz (282} 
0 那 洒 下 阿 吴 性 里 成 立 : 成 这: . 
老臣 世 与 (4 十 刀 ) 变 换 ; 那 未 它 与 五 也 交 痪 。 


3. 2 区 A 2 
A4={(E-2P)B。 (283) 
工 ， 饶 条 件 ， 
DiA+B}= (A4+B)D, (284) 
如 以 ZTELI, 和 焦 (23D; (4+B)z=0, 因此 {4+B)Dr=0， 就 是 谣 
DzE 工 。 如 果 z 是 二 中 的 任 众 元 , 敢 求 Pz EI, 而 以 网 于 所 证 的 , DPz& 5， 
”因此 对 子 天 中 任意 苑 > 可 以 写 成 : PDPs 二 DBPz, 就 是 讼 
PDP=DI, (255} 
取 (284) 中 请 运算 子 的 共 者 运算 子 , 并 留意 4 及 了 是 当 兴 需 的 , 可 得 [95]; 
(4+B)D*=D* (4+B), 
就 是 襄 D* 与 + 交换, 而 对 于 它 也 可 以 写 出 公式 (285) ; 就 是 设 
PD*P=D*P, 


4i2 弟 正 窜 状 勒 柏 竺 从 交 夫 四 


取 两 边 的 共 元 运算 子 , 井 窗 交 了 是 自 共 塌 运 算 子 , 可 得 PDP= 了 PD。 把 汶 等 
式 与 (280) 比 读 ， 可 得 了 PP=PD 就 是 就 了 确 与 了 交换 , 这 正 是 我 们 所 要 证 
的 。 转 别 是 运算 子 和 及 互 与 (4++ 功 灾 并 ,因此 4 及 了 与 了 交换 。 

3、 由 等 式 

HAsls= (47, As) = (A22, 2); Bz [2= (Bs, Bz) = (Bs, #), 

及 条 件 (28 了 )，, 可 知 有 42? = 上 Bz| 对 于 任意 元 成 立 。 如 黑 4z==0, 郑 末 Bz 
也 =0, 所 羽 z 潢 足 廊 程 (252) ， 就 是 股 5E 了 而 Pr 一 zz， 这 正 是 所 要 站 的 。 

3. 航 然 生 与 吾 灾 摸 由 条 从 (23) 可 知 (4 小 B) (4 一 B) = 二 0, 就 是 说 各 
妆 * 蚌 是 的 任意 元 ). 那 末 《4B)sELI) 所 以 卫 (4 一事 #= (4 一 Bs 就 是 

P(A4~B)=4--B。, 
于 外 ,对 于 任意 元 由 元 Ps ED 所 以 (和 站 +B)Pz 二 0, 就 是 
(4+B)P=I 

央 这 等 起 减法 上 式 着 留 意 和 4 及 与 卫 安 摸 ; 可 得 3PB= 一 姜 +B, 由 小 得 
(233) , 晴 助 定理 完 双 证 明了 。 

辅助 定理 2，、 奶 果 岛 共 病 渤 筑 子 Cz>0, 而 息 共 顽 到 算 子 下 与 0 交换 ; 
那 末 20 二 CT3: >0。 

留意 精 助 定 再 的 人 条 件 ; 今 Fz==y， 可 知 

(CFIz, 4) = (FOPFZ, 2]) = (CFz, Fr) = (Cy, y) 2PD) 

于 是 本 赫 肪 定理 艇 时 了 。 注 芒 本 辅 动 定理 的 一 个 圭 现 。 如 果 授 影 运算 子 三 
与 0 灾 找 ,和 那 末 依 条 他 P23 二 PP) 可 知 PO>0。 

部 困 已 的 一 四 十 ggGo 反 十 十 gx 训 是 aty 而 4 是 一 运算 子 , 那 
末 可 以 作 与 多 项 式 P(t) 相应 的 运算 子 (4) =ag 召 二 md 十 … 寺 an4r。 如 果 
和 是 自 兴 示 运 算 子 ,而 系 煞 or 都 是 实数 ; 那 末 了 (4) 世 是 自 共 垢 运算 子 。 为 
了 襄 明 运算 子 多 项 式 的 任 质 ,必须 百花 两 个 裁 助 定理 。 

辅助 定理 3、 如 果 多 项 式 P(t) 在 区 于 [0 妇 中 是 正 的 ; 那 末 对 于 -一切 
足 修 大 的 p 值 , 本 以 把 它 娄 示 成 下 面 形 式 : 


PO=D om-t)e, (286) 


其 中 一 到 对 狼 5 是正 的 。 
对 于 一 次 多 项 式 , 芝 稍 果 自 下 面 公式 得 册 : 
PO=0(I-+at 汇市 w=P(OD; omPA)。 
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涛 综 二 次 正 多 项 式 ,并 裔 它 不 能 分 解 成 一 次 实 医学 : 
P=R+2Bt+7 (a>0, y>0, ay 一 B>0)。 
注意 公式 
[~—) 十 可 OW (Ht = 
mt 
可 以 把 上 上 面条 殴 式 写成 下 桓 形 式 ; 
P(t =a se 代 一 人 ?2 十 2R 3 CS 人 一 全 ?中 
要 严 S™= 1 


+y Ce- -a(1 ~ tr™e, 
Ee 
把 同类 项 合并 ,得 
PO rtpp Dat2p -D+sts 1)y. (287) 


方 播 号 ne s 及 一 切 足 饮 大 的 p 值 是 正 的 。 事实 上 ;这 个 
3 的 三 项 式 的 着 列 式 
pp—lay— 地 (2pB—28 一 7) 


= (any 一 89 十 3(28? 十 By 一 oa) 一 于 (28 直 2 


对 于 一 切 足 够 大 的 是 正 的 ,因为 47 一 所 >0。 如 用 由 公 趟 (287) 可 得 公式 
(230); 其 中 的 心 对 于 是 够 大 的 一 邹 2?p 舍 都 是 正 的 。 狐 在 到 区 有 拓 [0 寺中 的 
任意 正 多 项 式 。 它 可 以 表示 成 正 一 次 多 项 式 及 正二 次 多 项 式 的 积 ;而 这 些 一 
次 允 顶 式 只 有 虚 很 。 对 于 每 个 因子 ，(386) 式 成 立 。 因 此 对 于 它们 的 积 这 式 
《286) 叱 成立; 其 中 浆 数 p 等于 其 个 别 轩 了 于 的 次 数 之 和 。 
注 ”信号 变数 代 换 一 二 二 2-, 可 以 把 任意 有 演 区 竟 a<t<5 普 成 区 明 
0 和 6 sl, 而 兴 于 在 区 摘 [a; 妃 中 正 的 多 项 式 可 得 与 (280) 相 类 侯 和 的 公式 : 
PO = Sat-artb tet, (285) 


聘 助 定理 4. 如 时: 凡 及 天 是 自 苍 泛 筑 于 冯 的 加 ,就 是 忠 安 提 是 二 次 
泛 图 (4z) 世 在 人 zi = 工 茶 件 下 的 下 确 内 与 上 确 界 ,而 了 了 (WD 是 本 区 间 [my 和 L] 
内 非 负 多 项 式 ; 潜 末 了 (4 是 正 运 算 子 ， 就 是 夫 

(PiA)z, 1) 0 (289) 

只 须 媳 明 在 区 间 a， 邓 j 中 己 区 >0 的 之 形 埔 劲 定理 成 立 。 事实 上 ; 裔 
在 这 将 形 中 请 本 定 伸 已 枉 引 明 ;而 哉 在 区 关 Fo 了 中 心 芍 关 0 。 兮 忆 的 一 
= 人 (十 6y 其 中 5s>0, 那 林 在 区 并 [m， 3 中 人 D>>0, 所 以 
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(人 (二 so t= (VA), 1) sx, TO0。 
含 s-~>0， 可 得 @(4) 也 注 足 不 等 式 (289) 。 现 在 对 于 正 P(t 酒 明 术 韩 郧 定 
理 。 休 (288), 当 a 二 %， 5 二 时 时, 具 顷 证 肖 运 算 子 
(A— mF) (CME— A 200 
是 正 的 ,而 黄 中 的 数 2 可 以 识 是 背 数 ( 正 运 算 了 :之 和 仍 昨 还 的 ) ， 疯 积 就- 
二 2j 是 偶数 ,而 把 运算 子 (290) 支 示 成 下 面 形式 ; 
434 » 
洪 中 a 
d= (MEA); CpG 人， 
. 共 中 4 与 4 交 淡 , 而 小 是 正 返 筑 子 , 因为 当 | 对 =1 时 (449) 0)= 革 一 
一 人 42 妨 富 0。 会 糖 呈 省 理 2 可 知 运算 于 (290) 是 正 的 。 叶 于 痊 数 3 册 疡 琅 
站 1 二 (4 一 各 入) 
腔 1， 如 琉 如 如 在 区 用 Lm; 好 ] 中 多 项 式 Pitt) 至 Pitt) 及 了 (由 满 尼 不 等 式 了 4 Poll 
全 Dl 就 是 襄 Py 一 了 Pi) 六 虽 ， 那 未 Pa( 人 二 PI(4) 。 特 别 是 如 果 
PD 1a<e, 就 是 讼 一 PQ) ej 焉 来 一 :五 二 P(4) <eB; 就 是 就 一 ec 去 
(P(A) Tz 7) < 对 于 2] =1 成 并 ;所 以 了 (4) 的 范 数 不 大 于 s[00]。 
涌 3. 由 上 条 可 知 如 果 多 中 式 序列 Pn (0 在 区 闻 brw; 弛 ] 中 一 芒 收 全 于 
多 页 式 了 了， 那 末 Pr( 人 一 PD( 和 ;而 落 P(4) 一 Pn 人 DD 的 范 数 趋向 于 安 。 
183、 运算 子 的 宕 般 数 ”回忆 一 下 在 [128] 中 姓 明 的 辅助 定理 ， 其 竺 采 ] 
是 旭 : 如 果 运 算 子 序列 人 如 1 2， 2 的 省 数 不 超 过 正 数 2 而 和 祖 成 一 
肽 就 般 涩 : 那 末 闪 数 


~ | A 部 
目 襄 ,而 水 算 子 4 的 范 数 不 超过 赭 数 9 之 和 。 特 别 是 如 果 在 圭 级 数 
友 Wnt, 


而 这 千 航 数 在 区 并 上 t| < 中 稻 对 收 伍 ,并且 运算 于 4 的 范 娄 不 超过 轧 对 本 
规 救 


3 
收 角 。 为 了 以 后 5 用 ;只 需要 下 面 的 和 牛顿 二 项 式 公式 : 


和 | 
MIFt= | 2 )- it[<1, (291) 


类 
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起 中 
1 i + 

(pl 0 (292), 


公式 (29 了 ) 葵 出 模式 的 算术 秆 , 半生 当 += 士 1 时 仍 碾 立 [FE5138]。 分 解 式 的 
系数 (292) 对 于 麻 数 > 0 蚌 正 的 ,对 计 隅 数 *> 0 是 负 的 。 因 此 ,在 公式 (29 了 
中 位 ;一 -1 则 除 第 一 项 之 外 部 是 负 的 ， 由 此 可 得 


1 ~_[Ifl 
| ) 或 怠 | E )-: (293) 
名 ] ee. 22) | 
而 般 数 (291) 在 ;| 生 工 中 邦 对 地 井 一 发 地 收 伍 [I;146]， 在 公式 (29 了 1) 中 把 t 


换 成 总 一 1; 左边 可 得 名 中方 根 的 她 对 值 , 就 是 鬼 对 逢 i 意 且 它 寂 区间 
上 sd 中 谨 以 蝴 开 成 邦 对 收 莫 的 级 数 


出 
上 | = 让 2 je (294) 
R=D 


好 


0=1~ >! 


hi 


我 们 把 这 展开 起 友 有 到 自 共 岂 运 算 子 上 去 。 枫 4 是 自 共 狗 运 算 子 ; 共 范 
数 是 wa 。 作 自 闪 二 到 算 子 0 一 -二 4 一 互 。 泌 末 
1 


2 i 中 4 3 上 
| dx]2— [zr 


由 嘴 可 知 当 == 工时 ~ 所 (Cz) xz) 0, 而 的 范 数 不 地 过 1。 于 是 及 能 


必 才 数 | 
a 
一 名 C= m% 一 ;有 1 一 二 
“ 病 天 如 第 a 
如 果 Sn 人 是 坑 娄 (29 轨 的 部 分 和 ) 那 赤 踢 (6) 在 区 湖 [ 一 1，+ 切 中 一 竹 >， 
所 以 S8 (元 -4 > 二 7 42) 而 取 极 强 , 由 公式 (295) 定义 的 自 共 辆 运算 于 必 
泪 足 条 件 B7=47。 

此 外 ;如 果 运 算 子 了 与 4 交换, 那 未 它 与 烽 数 (295) 的 部 分 和 交换 所 以 
取 客 限 , 它 必 与 交换。 由 此 可 知 特 吕 是 和 4 与 了 了 交 澳 , 即 4B=BA 。 

百 赴 阴 旦 是 正 运 算 子 。 贸 次 0 的 范 数 不 大 于 卫 可 得 | (0"s, 9 | 二 zi? 
而 把 (295) 写 成 
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i 
B=ma| E+ 让 yi 
多 ' 


可 得 不 等 式 


EAI 
(Bay 3>mal {vy 0 — al 一 ) | (Cozy 17)! |> 


/1 
> py ( = 】 
。 mel 出 
| 也 


js, 
由 此 , 依 (293)， 可 得 (Bx, 7) >0。 

如 此 最 后 得 出 下 面 的 性 质 : 8 是 自 闪 办 正 运算 子 ,与 4 变换 , 并 满足 等 
式 如 =A2; 凡 与 和 4 交换 的 运算 子 必 与 晤 也 交换 。 在 下 节 中 将 应 用 运算 也 
及 辅助 定理 1 以 作 运 算 子 妈 的 详 区 数 局， 并 吓 明 [109] 中 的 菇 本 公式 
{127)。 

134. 谱 函 数 “定理 旨 ， 凡 自 兴 获 运算 子 4， 必 有 投影 运算 于 内 与 之 
相 记 : 而 名 具有 下 列 绪 性质: (1 如 朵 运算 子 刀 与 4 交换 , 那 未 它 必 与 5 交 
换 5(2) 如 果 4z 一 0, 那 术 dos 一 好 (3 ) 自 共 孝 泛 算 子 45o 及 4( 如 一 <) 满 全 
条 件 


Ado<0; AC(E— A) 0 {291 站 
到 辅助 定理 1 的 沈 影 运算 子 卫 做 66。 如 果 也 与 4 交换 那 末 它 与 如 变 
换 ; 因 此 与 (4 十 B) 交 措 , 而 定理 的 前 两 结论 可 由 辅助 定理 1 得 出 。 又 由 公式 
4= (一 260) BB) 间 由 如 与 和 4 及 加 交换 ;及 融 一 J6， 可 知 
| Ado= —Béo; AIE -0) =B(E—#), 
正 运 算 子 有 证 与 投影 运算 于 8 及 (B 一 0) 交换 , 它 与 它们 的 积 必 也 是 正 运 训 
子 , 克 由 上面 公式 直接 可 得 不 等 式 (296), 于 是 定理 鞍 明 了 。 
倒是 任意 实数 。 对 于 肯 共 者 运算 子 (4 一) 五) 可 以 作 在 刚 半 证 朋 的 从 
- 理 中 所 塌 的 投影 运算 子 ; 我 们 用 多 麦 示 它 。 它 具有 下 列 竹 质 : (1 ) 如 果 蘑 运 
算 子 刀 与 (4 一 4E) 交换 也 就 是 与 和 4 交换, 那天 它 与 6 也 交 模 ; (2 ) 如 咒 
(4 一 8)x=0, 屠 末 #2 一 z; (3) 下 面 不 等 式 成 立 ; . 
(4A—%E)$ 0; (dA—AE) (Et) 0, ~ (097) 
还 娶 注 意 对 于 任意 % 6 与 (4 一 XB) 交换 ， 所 以 与 4 交换。 现在 谢 明 才 上 施 


194。 汕 柄 数 人 


是 写 香 位 元 分 解 。 凡 鲜 ,都 与 4 交换 因此， 任 疼 也 所 旋 的 ， 它 与 任 训 邦交 

换 。 设 和 <m。 我 们 证 肯 这 时 如 =0 。 如 果 不 然 , 那 末 必 会 有 一 元 x, 其 范 数 

等 也 1 而 加 X= 所 以 a 

(AE Gm WO (dd—AE) Zz m= (de, 内 一 人 >0) 

四 为 和 < 如， 而 这 与 (297) 的 第 一 不 等 式 冲 案 。 所 以 汗 入 <r 调 操 =0 。 完 个 

辣 冬 ,应用 (297) 中 的 第 二 不 等 式 , 将 永明 当 和 > 下 时 各 = 互 。 狂 下 的 是 让 了 

当 入 <z 时 有 < 么 Vrh 就 是 济 当 < 时 Eu 一 四; 也 就 是 襄 要 证 明 公 式 
(万 一 5) 一 0。 (298、 


招 上 桓 等 式 的 左边 表示 成 ; 
BH- 8 = (BE—d)6,= Ro (299) 
必须 斌 明 对 于 任意 元 z Ez 一 0。 全 Rz=y。 由 公式 (299) 直 接 可 知 : 
PRB-2) = (FE-0) =R) 同样 (BE)R=R。 (300 
依 (297) 可 知 . ; 
(AA GY YE (Ap ( 百 一 页)3j YO 30 
另 一 方面 ) 估 300)， 
CYR Ry; YP) Rr= Rey, 
不 等 式 (301) 中 的 第 一 个 可 坟 写 成 ((4 一 2)yy 9 所 0 而 同样 第 二 个 不 等 藉 
可 以 写成 (4 一 2E)yy 用 六 0。 把 后 一 全 从 前 一 个 减 去 :可 得 (人 一 和 9 的 二 
<0) 就 是 隶 . (一 入 秘 和 <0， 出 此 信和 <4) 可 知 y=0, . “RR2=0, 于是 公式 
{253) 桓 朋 了 。6 的 右 束 和 镇 性 将 在 下 面 证 明 。 - 
为 了 让 明 竺 各 小 未 运算 子 44 的 积分 式 子 ， 人 取 授 影 
_ 运算 丁 
4 一 名 一 下 RO (302 
对 于 任意 元 7， 
(( 人 一 上 现 训 如 Ar) 0; ((4 hE) (五 ~ 有 4 4r) >>), 
留意 显然 的 等 式 
d=4; 4Ad= (Fé)}4d=14, 
可 以 把 这 两 不 等 式 号 成 : 
(人 一 dry s) <0; (CAAE) dr o) 0D, 
就 是 就 
入 (4z，z) 反 (ddzy Edr, 7) oo 
取 任 意 一 个 满足 条 性 和 sy cu 的 数 v， 可 得 
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[Cd vBE) dr, 2) | A) Cr, 了) 
留意 (iz; 4) =z 有 所， 可知 
i (4—vE) dr x) | (nm [rl 
由 此 可 和 }71001] 运算 子 (4 一 vB) 4 的 范 数 不 超 过 (n 一 和 )， 就 是 
I 4 二 (一 Alz[。 
在 这 不 等 式 中 把 z 换 成 4 并 留意 妇 =4， 可 得 对 对 以 后 有 基本 意义 的 不 等 
式 
144z -dr (Cu—%) dco 、(303) 
在 这 不 等 式 中 和 <v<p) 而 4 出 公式 (302) 定义 。 吏 在 琴 明 公式 (127) 。 取 一 
正 数 so, 并 分 解 区 间 [m 一 sy 六] 成 部 分 : 
六 一 引 一 和 0 SAN An 
然后 作 投影 运算 子 = 名 ,一 上 -ti 那 未 


了 ~ 六 加， 而 当 zl 时 44=0。 (304) 
任意 元 x 可 以 分 解 成 相互 正 交 匆 项 : 
三 一 4 Tky 


而 Az= | za 
不 欢 震 田 , 当 六 1 时 ， . 
, (Axx, AZD) =0, {Axxr, x1) =0, 
例如 第 一 个 不 等 式 可 以 葡 明 如 下 : 
{Axky Azxr) = (dirr, 42) = (ANdix, do) 
而 人 忧 (304) 这 式 等 于 怜 。 现 在 作 
由 人 一 习 = | (CAE —rYETE) 9 
其 中 vv 是 区 闸 [hx-1; %w] 中 的 任意 值 。 右 边 和 的 诸 项 是 相互 正 交 的, 而 应 用 
器 达 哥 拉 窟 理 , 可 得 


[4 Ds = B14-rele 《305) 
独 ? 是 猎 差 值 和 x- xx-: 中 的 最 大 者 。 应 用 不 等 式 (303) ， 可由 (305) 得 : 
| 

而 全 时 迷 淋 拉 定 理 ， 
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| Ff 一 了 8 | : 
虫 此 可 知 泊 50 时 ， 对 于 任意 元 2z， 


,5 
AT= lim 们 站。 
ce 


< zl2， 


| 1 

的 范 数 的 有 界 性 已 在 [108] 中 和 琵 明 , 如 此 可 得 其 本 公式 1 

A= | ”xd 。 
猎 下 的 是 首 明 必 右 过 十 。 当 上 趋向 于 入 时， 由 公式 (302) 定义 的 怕 影 运算 站 
4 不 堆 ; 并 趋 疝 于 某 一 本 中 由 而 我 们 必须 芷 上 泳 是 于 运算 和子 。 在 (303) 中 各 
语 限 , 可 得 (4 一 XE) dz。 由 比 , 会 员 的 第 二 江 质 可知 吃 由 zx 一 dz 就 续 
衣 (十 一 6 dog 一 0 。 以 一方 男 正 一 有 名)4= 小 措 取 模 限 :可 得 ( 瑟 一 吕 )2 一 机 。. 
留 间 (五 下 ) dz 一 0， 可 得 dr=0 就 是 如 必 确实 化 任意 元 5 为 妇 。 还 应 注 
将 任意 与 4 交换 的 运算 子 妃 灾 与 襄 双 交换 。 


$52. 空间 5 及 荆 


135.， 室 关 ? 现在 把 所 崎 访 的 理论 应 用 于 苹 肯 析 特 空 间 的 
一 个 具体 由 现 。 取 空 消 ,此 中 的 元 是 沁 六 复 数 序 天 i1; x2，…)， 
并 满足 下 面条 件 : | 


| ‘el? l C1} 
玻 禾 [60] 。 在 可 分 的 空间 五 中 取 有 于 提 衔 化 正 变 组 
P19 Poy Fry ', (21 


其 很 自然 地 得 到 这 个 卖 更 。 这 时 五 中 的 任意 苍 z 由 字 的 傅立叶 
系数 

Te= (BH, Pr) (3) 
决定 ,而 表 数 (了 1) 收 钱 , 并 且 元 4 可 以 表示 成 其 傅立叶 般 数 之 和 的 
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形式 : 

2 一 rp (4) 

反之 ， 各 果 有 一 序列 复数 zx 而 般 数 (1) 收 禾 , 逆 末 对 于 由 收 禾 拉 

数 (4 ) 决 定 的 元 2%, 讲 数 mx 是 它 依 租 ( 2 ) 取 的 傅立叶 和 柔 数 [95] 。 

在 b 中 的 基本 运算 已 在 以 前 [60] 讨 论 过 了 。 回 忆 范 (wi, os， …) 
及 y (ns ya) 的 数 积 由 下 面 公式 凑 定 : 

人 = DB ih, (5) 

这 也 可 直接 由 上 面 所 说 的 得 出 。 数 戏 时 做 元 4 的 娘 最 。 粗 (2) 中 


的 元 的 分 量 万 是 : 
pil: 0, 0,0, °°); gal0, 1，0; 0; …)3 gs(0, 0, 1,0, 1}; 


设 zt 是 王 中 的 元 ,其 前 天 个 耸 量 与 的 相 河 ， 而 其 余 分 量 都 县 
和 零 ， 就 是 证 2 (CO1 TZ2y 7, Ley Os …)。 那 末 


lz 一 zol 六 lan 
所 以 当 和 >o 时 zw 。amy 时 做 元 “的 自发 取 是 本 性 有 有 导 
运 和 于 ,并 最 一 4o 。 可 以 写成 
而 像 元 的 妇 最 可 以 由 下 面 肥 式 表示 出 来: 
z = 0)— mdgr, ge) (n=1, 2, 8 


作 数 
Cn 一 《pk om) ， . (6) 
可 以 把 上 而 肥 式 写 让 下 而 形式: 
t= one {n=1， 2， 8， 人 《7) 


如 此 :在 可 分 空 翌 五 中 取 某 一 完全 规格 化 正 交 组 (2 ), 可 以 把 互 


55. 竺 疝 ?2 - ” 各》 


中 每 一 元 表 成 一 序 刘 复数 ， 工 可 把 外 全 一 入 | 性 有 界 返 算 子 表 成 一 无 
穷 短 障 , 湛 中 的 元 由 公式 ( 6) 定义 。 这 里 可 以 用 原来 的 纪 号 吾 代 
茜 。 我 们 也 可 以 狼 立 地 考察 hs, 把 它 深 做 抽象 窑 易 吾 的 一 个 可 
能 表现 。 两 称 观 点 形式 地 产生 同样 棕 果 、 

狼 稿 六 究 好 表 成 4; 的 表现 。- 此 元 返 算 子 和 与 下 面 的 答 阵 

os= drg, On) = (Pe, Agpn) = Apn, PE). 
就 是 这 
k= Dany ( 8 

而 自 共 二 运 算 子 的 特征 乃 是 等 式 
Cask in 0 Cs 
如 果 or 及 纺 各 是 元 和 及 的 分 最 ， 那 未 双重 性 泛 画 (4z、 信和 由 下 
、 面 公式 表示 : 


一 0 


(he, WD = (Tenn )in. ue 
留意 (Az, 幼 一 (zy 4* 胃 ,及 公式 (8), 可 以 把 (dzw. 9) 写成 下 面 
形式 : | -0 
(dr， 人 a sd S anzj 了 (11) 
而 如 此 可 得 下 面 取 和 次 序 交 挽 的 公式 : | 
(dz， y) 于 (号 Gunmam 如一 Sl aoc 和 )。 (12). 
设 z 中 及 yD 各 是 z 及 gy 的 段 , 可 以 写成 
《dz yO) = 3 3 Gaon) SE (18) 
但 当 &>co 及 天时 (dz 9 四) 一 (hr, 人 切 ， 所 以 当天 及 互相 
泡 关 地 趋向 无 劣 时 ,可 得 公式 
本 2 nam, J yr = lim 3 D3 GnmTmnYno (14) 


站 ex LE 殉 王 . 


422 第 中 项 勒 柏 竺 空间 诊 


如 时 are 及 br4 省 是 与 运算 耶 4 及 B 相应 的 矩 障 中 的 苑 , 涛 末 与 
运算 子 D=84 相应 的 疙 是 甜 障 Go 由 下 面 从 式 决 定 : 
dre= (Doc gp) 一 (BApy, Pp) = (Agpa, B'gs), 
而 眉 《(.5 )， 
d= DB (pe, op Biprs Pr) ~ endo 
食 辣 (8), 可 得 。 


pa= 2 Bostsqo (18) 
用 表示 相应 运算 子 的 记号 4 及 台 卖 示 无 劣 共 乔 , 而 其 相应 元 用 
tpg 及 {BD) pa 囊 示 ， 订 碾 把 上 画 公 式 写 成 下 而 形式 : 
{BA}n= 3 (B}n{ Ah} 。 C16) 
如 具有 三 个 绎 性 有 界 运算 子 4， B 及 .0, 关 末 依 辕 合 律 (0B) 4= 
一 2484) 可 以 与 出 下 厅 改 澳 取 和 次序 的 六 合式 : 
SD OB ) d= ， 


-SB {0 (BD Ce 人 oh) (17) 

186 有 界 运算 子 ” 凡 有 界线 性 运算 子 4 必 产 生 一 无 穷 烦 障 
avas 已 如 上 述 。 提 出 适 癌 题 : 无 穷 短 陋 的 王 元 cue 应 满足 什么 条 
件 ,才能 使 及 式 (7 ) 圳 示 2 中 的 一 个 有 界 粮 性 运算 子 ? 如 此 ,我 人 
要 求 对 于 中 的 任意 元 (21, wa, …) 般 数 (7 ) 应 当 收 允 , 并且 存在 
一 数 术 ,使 任 演 元 满足 不 等 式 

加 | 六 own | < 六 lee (18) 
浊 息 一 下 ,对 于 叉烧 性 活 丽 , 在 有 办 运算 子 4 的 情形 , 应 当 有 不 等 ， 
; 
lhe, WD < Nlal yl 


126. 省 加 运算 子 4 


et 


知 这 不 等 式 应 用 于 和 元 的 区 ， 可 得 关于 are 的 必要 条 件 : 


x |3 了 
Ne 忆 1 3 只 1 3 Si | 和 
XD aor0ng EN pa wal Dy | (19) 
n= mm | 了 峙 = 二 n= 二 > 


这 条件 不 仅 是 必要 的 ,而 且 吓 充 妇 的 ,就 是 没 下 而 定理 成 立 : 
定理 1， 为 了 .0 臣 友 姓 有 坟 陕 后 的 知 嘲 的 元 , 必须 及 只 组 
对 于 任 总装 数 卢 及 及 任意 化 数 zw 及 y, 可 以 选择 一 个 与 5 及 
了 无关 的 数 太 ,使 条 体 (19) 洲 足 。 
条 件 的 必 妥 性 已 经 在 上 面 证 明 耶 。 现 在 计 盟 其 充分 性 。 获 
(oa oa …) 是 王 下 的 任意 元 。 依 条 件 (19) ， 合 = 及 


| Gndn 【和 于 和 ， 双 号， 


闭 放 这 就 类 出 - - ， 
< 
Be 仙 ee 直 hs Nel | pel mTm 和 
就 是 
七: pb 纪 】 < Na bp 加 他 
外 == 了 | 指 到 . pe ”1 Ml 人 
因此 
习 | aan| < ， 3 | ze| ao 《29) 


现在 证 明 由 这 不 等 式 可 知 下 面 籽 数 妆 煞 : 
a ml, 9, (2 - 
其 中 fo 小 表 中 任意 元 。 假 改 有 某 一 元 (好 ， 修 ……) 及 一 数 m 人 能 
这 上航 数 发 散 。 这 计 下 而 航 数 一 人 
< 3 arm 
而 这 瞬 数 的 有 穷 和 ~ 
low 
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当 垃 加 时 一 定 无 限 地 增 大 。 改 沁 诺 复 数 心 的 辐 角 ， 全 乘积 
qmh 是 正 数 。 把 不 等 式 (30) 应 用 于 如 此 得 出 的 怖 于 如 的 元 ; 霸 
在 左边 把 与 所 窒 值 7 相应 项 以 外 的 一 引 项 除去 ,可 得 

(= ao “ 立 Ny? 3 EE | 人 
无 限 地 填 大 ,这 不 等 式 的 左边 无 限 地 增 大 ,于 是 得 出 了 矛盾。 如 此 
一 切 航 数 (21) 确 实 对 于 任意 元 4 收敛。 渴 在 证 明 由 (20) 可 得 不 等 
式 


训 | 训 soni < 可 六 el (22) 
事实 上 ,如 果 对 于 某 一 上 及 中 某 一 元 sa 相反 的 不 等 式 成 立 , 邳 未 
对 于 小 及 旦 够 大 的 7 显然 可 以 玻 (全 的， 得 

> 2 


> qm | 


从 而 

| 六 nem] >N 总 |enl'， 
而 这 与 在 (20) 中 合 .=? 所 得 的 业 果 冲突 。 如 此 不 等 式 (22) 证明 
了 。 在 其 中 无 限 地 增 大 大， 可 得 (18) , 定理 于 是 证 明了 。 

注 “留意 ,在 证 明 条 件 (19) 的 充分 性 时 只 应 用 了 这 条 件 当 
= 时 的 特殊 情形 。 现 在 起 明 只 扰 就 一 均 式 很 己 这 条 件 就 够 了 ， 
就 是 届 , 短 阵 赦 示 有 界 运算 耶 的 充分 条 件 乃 是 对 于 任意 帮 ， 
,| (19n 
留 刘 [9] 中 的 及 式 (44)， 印 才 相 应 二 次 式 站 东汉 钱 信 汉 隐 的 公式 ， 
闻 留 童 (19:) , 可 得 


| SB a Dn Yn 
TI 一 工 


et 3- 

< 高 iata ， 

3 w+ 细 w 疝 |mm 一 
dA" Ym | Tn EA sd Vom 0 


- 


186， 有 办 运算 手 


42C 


认 元 《31 wo) "1+, Te) $ (W192 < 和 Wi 坟 沪 数 等 于 1, 贸 意 |a -十 
+Bi? <2Fla!l?+ 16821}, 


* - | 
A 一 - 
~ rn om Yn | 习 4 ， 


邓 于 具有 任意 范 数 的 泡 : 
14 1 

就 是 瑶 , 下 人 9:) 可 得 不 一 时 的 条 件 红 9) 于 下 传 定 理 的 就 明 可 得 
让 敌 陈 en 定义 的 返 算 子 如 有 办 的 。 还 严 注意 -一 些 与 众 件 届 9) 有 
关 的 情形 。 如 果 is 满足 条 件 (19) , 那 未 共同 运算 子 {<} Ca 
的 短 障 的 泡 显 然 贞 满足 这 条 件 ; 这 与 在 一 般 理 葵 中 所 得 的 络 果 机 - 
符 。 彰 介 络 转 请 运 笋 子 的 短 陈 及 复数 闪 王 运算 了 的 乍 陋 

{A pap; 《人 )ja 一 aras (23) 


显然 
= (A)'=A, 0 . 

， 短 如 果 原 求 炬 陈 4 的 元 满足 你 作 (19) , 屠 来 运算 子 4' 及 也 的 短 
阵 元 也 必 满 足 (19) 。 赴 (19) 在 搂 可 得 一 - 切 cr 必 为 同一 个 与 2 ，9 
无 关 的 数 所 界 , 就 是 说 他 四 = 细 = 站 其 余 ww 及 奶 =0, 可 得 
jaro| 生 克 。 还 要 留意 有 界 喘 像 的 冠 阵 的 元 所 应 清 足 的 一 个 必要 
条 件 。 册 公式 (6 ) 可 知 auk 是 元 4ox 的 分量 。 因 此 , 甜 阵 任意 珊 
的 元 的 辑 对 值 平 方 所 组 成 的 圾 数 一 定 收 黎 : 


Slomls<+to 一 1 2,.)。 (25) 
浪 察 4*, 可 知 关于 行 ,也 有 同样 疝 果 : 
leml:<+o0 (b=, 2,...), (26) 


注意 与 筹 陈 sw, 相应 的 映像 是 有 界 的 一 个 简 旨 充分 条 作 。 
定理 2. 加 果 存 在 一 个 与 及 %% 无关 的 正 数 ! ,使 不 等 式 


ve 
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< ‘gm! SL nol, 2, .ee); (271) 
tl 
SY onl < (m1, 2, 2) (27?) 


成 并 , 那 末 短 陡 Qu 类 更 一个 有 界 映 们 
只 须 证 明 当 Iw] < 二 及 jy <1 时 ,和 
8S=- 包 局 全 eoll| i 
有 界 。 如 此 荐 条 件 (19) 月 然 成立 了 。 留 塞 la5| 志 汪 (tals++15| 罗 ， 
区 得 8 


i 
_1 
芭 这 (| 和 Ba | | ) 上 于、 PAO le 六 Law )， 
” 依 (27)，- 


S<T 人 ont et < 

而 定理 走 明 了 。 在 久 共 顽 短 位 的 糖 形 中 答 件 (272) 伦 成 条 件 (271) 。 
留意 并 菲 对 于 任意 有 界 矩 阵 闻 数 (28) 都 是 收 名 的 。 下 面 将 有 它 发 
0 
| 么 范 拭 阵 及 宙 影 抵 了 回忆 一 下 么 范 映 像 厅 的 基本 特 
征 : 

. UU=UU*=E, _ 
如 果 to 是 与 么 范 运算 子 可 相应 的 矩阵 的 元 , 那 水 上 而 特征 可 以 
- 写成 下 面 形式 : | 

. pa estlaa 一 Goc3 Ss, ~ (29) 

其 中 当 pg9 时 050=0, 而 06», 一 1 人 智 塌 nn 可 以 把 .上 面 
等 式 写成 下 面 形 式 ， 

Da 000s oP (80:) 


137， 么 流 调 卫 及 投影 拓 际 4 
FE AE eh 


wiin = be, 302) 

就 是 说 可 得 短 障 wy 行 及 亨 的 正安 性 。 注 意 在 有 穷 短 阵 的 情形 中 
条 件 (30s) 是 (307) 的 推 镶 TOT;28]、 闪 无 益 答 隙 的 情形 这 两 条件 
是 征 此 无 关 的 。 

定理 3， 为 了 就 公 数 wos 得 成 与 么 范 映像 相应 ks 阵 , 必须 
甩 只 须 条 件 (301) 及 (809 成 立 。 

条 件 (301) 及 (302) 的 必要 性 已 由 前 面 的 推理 得 出 。 剩 下 的 只 
是 放 明 其 充分 性 , 就 是 说 发 证 明 在 这 笨 件 之 下 詹 汝 we 与 线性 (有 
” 轩 ) 映 像 相应 。 由 此 ,这 映像 的 么 范 性 可 以 得 出 , 因为 条 件 (301) 及 

(80,) 与 (29) 同 效 ， 而 后 者 乃 是 么 范 映 像 的 特征 。 
由 条 储 (30s) 可 知 


l=1, 
-所 以 对 于 尾 意 元 下 面 航 数 必 化 160] : 
= wee (81) 
本 


p2 P=1 es] f=1 


好 愧 
本 = 
一 20 (2 2 Upatpf ) Tho 


1 t=1 


丛 (301) 可 得 
| Ypres a 六 | eel”, 


ny 9 a a 
3 Upata LE = > Y Sot 


无 限 地 境 大 既 ， 合 : 


-因此 各 
其中 mm 是 任意 固定 的 有 和 益 数 。 避 庆 和 人 e 让 六 的 定理 工 中 完 公 一 


. 样 ,可 借 兰 汐 让 法 而 知 当 wm = ce 时 这 不 等 式 也 成 立 ， 于 是 无 服 地 从 
天 mm， 可 得 不 等 式 
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S$ we < $m (92) 
一 | Q-= 工 0= 工 


而 运算 子 的 看 界 性 证 硬 了 -水 意 就 然 芝 是 么 纪 的 , 公式 (32) 
中 白 然 是 等 号 成 立 。 
现在 考 峙 与 某 一 子 突 冰 关 中 的 投影 泛 算 子 卫 相 应 的 短 障 pw。 
留意 了 是 白 共 四 送 算 子 而 P= 了 ,可 得 下 而 的 条 件 : 


Put = Pa} 到 Dra Dar = Pir (388) 


与 上 画 对 于 么 范 鼎 御 质 做 的 一 样 ,可 以 证 明 ; 为 佑 短 障 pix 与 
投影 运算 子 相 应 ,这 条 件 不 仅 必 让 ,而且 也 是 这 分 的 。 取 朋 规 格 化 
2 僚 其 中 的 一 部 分 是 子 突 间 工 中 的 妥 租 , 而 另外 

分 是 在 补 实 而 瑟 一 工 中 的 并 组 。 饶 氏 三 是 投影 运算 子 , 第 
Se 雍 坐 标 基 不 受 己 作 用 的 影响 ,而 第 二 部 分 中 的 被 卫 化 
为 霉 。 如 此 ; 沟 选 择 这 一 ' 钥 举 蒜 江 后 投影 运 筑 子 卫 与 刘 对 角 短 了 
相应 ,其 主 对 角 线 上 猪 元 只 是 圭 或 0 ， 换 和 何 诈 届 , 投影 运算 子 的 矩 
陈 与 一 个 犯 对 角 拓 咽 么 范 地 相抵 [22] ,而 这 对 角 短 人 障 的 主 对 角 线 
上 讲 元 只 是 财 或 3。 

138， 自 共 亨 运算 子 光 共 罗 短 委 4 的 特征 乃 是 (19) 及 (9)。 
效 种 短 障 的 图 有 值 及 轿 有 元 出 下 前 的 儿 件 决定 ,就 是 无 穷 租 

3 Gan he (G1, 9,...) (30) 
在 如 中 有 异 于 需 的 解 。 如 果 庄 固有 元 i 成 一 阴 规 烙 化 正 奖 钥 ， 
霸 取 yi 为 学 标 基 ; 那 来 运算 子 4 的 相应 策 阵 的 元 是 
0 如 上 米 多 关 &， 
hp 如 果 2 一 9， 
就 是 说 可 得 一 镶 对 角 答 阵 , 其 主 对 角 线 上 蛮 元 正 是 入。 一 般 说 
来 ,为 了 自 夫 更 娠 承 省 秀 点 证 ,必须 二 只 须 它 与 一 作 个 级 对 角 短 阵 么 
范 地 相抵 。 在 上 述 取 峰 为 坐标 菇 的 情形 下 ,我 从 有 : 


Gng = {Aa, yp) =Aalbo, Wo) 一 | 


1538， 自 共 岗 返 算 子 3 


be Co 
CAs, Y) DP Mrmr; dr, 4) = Dhlm 3, (87) 
4=1 ql 到 


在 一 般 情形 十 甘于 自 其 幢 短 陆 ev 必 各 在 证 宗 弦 苑 分 解 扑 ， 就 是 
鹏 存在 不 减 的 拖 影 短 限 友人 5 , 全 
0 如 懂 避 关 户 ， 
ial) =0; ald)= | 
1 如 果 i 一 


(%, k=1, 2 0 


于 是 下 面 公 式 成 立 : 
局 = ST aun (de, 90) = | i 
二 了 id( Sem), 
就 是 说 
ma， G6) 
就 是 3 a 
(hn, = [a( EE he $5);) 
(36;) 


(hr, 四 一 『 ja 人 训 Eh, 5) ; 
依 主 单 位 元 分 解 的 性 质 , 如 果 和 say 期 有 : 
0 = 0 Ia) (3D 
-一般 说 来 ,有 : J . 
dia 0) Aslie Ch) = M1 dsli CN) ， (88) 
其 中 右边 乃 是 laX) 在 区 时 44s 两 端 值 的 涛 ,而 水 4 是 两 区 册 


4 及 ds 的 共同 部 俘 。 如 果 了 0X) 是 区 间 [4, 杂 上 的 束 积 两 数 ， 屠 
来 运算 子 (4) 与 下 面 的 短刀 相应 : 


b 
用 


{FD} faa), (89; 


we ”第 中间 ”着 勒 柏 特 空 癌 胸 
”应 用 (33), 可 以 写成 
S| Oak 全 Poem- 


~{ AOA (40) 
留 蛮 双 楼 性 式 
(S03 = Sno -人 


是 和 的 园 变 画 数 , 可知 醒 数 sl%) 是 人 的 图 变 画 数 。 当 Y 一 “时 式 
”( 竺 ) 力 是 和 的 不 减 机 数 ,由 此 可 知 画 数 ju () 是 不 臣 的 。 如 果 把 . 
积分 (39) 了 解 成 斯 提 贰 尖 斯 - 勤 只 格 积分 , 那 示 公式 (39) 适 用 于 很 
宽广 的 画 数 类 f (0) , 这 类 全 于 [128] 中 瞪 及 。 只 须 家 了 (%) 有 界 ， 
并 及 是 旦 图 数 就 够 了 {48]。 这 时 宅 傅 任意 不 减 本 数 都 是 可 测 的 。 
在 纯 束 和 统 访 的 情形 下 , 一 切 画 数 lx(%) 都 是 巡 种 的 。 逆 命 题 也 是 
正确 的 。 在 混合 性 的 情形 下 ， 考察 子 空 章 荆 , 没 在 研 中 运算 子 六 
有 印 点 谭 , 而 在 补 子 准 团 互 一 荆 中 4 有 二 吉米 亚 。 在 这 些 子 空 间 
中 六 肝 规 格 化 正 交手 。 用 (zl, 地 ，…) 朗 研 中 的 族 元 , ( 邮 ， 地 7) 
麦 及 一 工 中 的 比 元 ,可 以 把 双重 性 式 及 二 次 式 写 成 下 面 形式 : 

2 qed = Seveye + 人 "a( 六 bh w) ，,). | 

(42) 

ma let a Dh 4 

其 中 的 tl%) 是 芝 炉 的 。 
考察 短 阵 4 的 泛 解 式 , 就 是 短 陈 Bu (0) ， 鞭 中 庄 元 由 下 面 公 

式 定 义 : 

[Rs0)1= (4—AB)-!。 
那 末 . os 


Ba = ~， (43) 


]39:; ; 涉 粮 材 名 依 并 431 


其 中 训 入 不 内 于 4 的 庙 留 意 焦 及 式 (39 » A 的 正 整 交 次 常 可 以 家 
成 
b 
{A") m= | Nalath), (44) 


各 果 和 =0 不 属于 4 的 兹 ,就 是 说 ,如 果 一 切 za( 在 和 一 0 的 某 -~ 
邻 域 中 是 常数 , 那 示 存在 有 界 逆 矩 隧 4~!, 而 关于 其 需 有 下 面 下 
式 : 
To 
| 和 -at 人 。 (45) 


139. 建 狂 谨 的 情形 “我们 已 知 , 可 以 的 粮 分 解 吾 一 互 成 依 坟 

不 变 的 子 空 间 , 使 在 每 个 这 样 的 子 空间 中 4 有 者 连 炉 诈 。 说 及: 

是 如 此 的 子 空 面 。 在 它 之 中 到 并 正 交 租 《2 ) ,和 井 改 把 五 酒 做 希 

勒 袖 竺 空 面 ,在 其 中 取 绀 标 基 gt 89s，…, 使 凡 元 z 可 由 其 分 卫 

(oa wa， …) 决 定 。 瞧 2 是 也 中 的 元 ,使 庙 542 的 于 线性 得 是 束 

个 西 ,而 4 和 S85 。 用 pe 以 ) 玫 示 元 B45 的 分 量 。 对 于 豆 中 人 性 
总 元 yy yz，…) 可 作 耐 数 


py, Go = Dr ye (46) 
留意 5115 中 的 公式 (175) , 可 以 把 双 线 性 泛 落 写成 以 下 形式 


< 本 dT pO d plN) a 
{dy, 2) ,名 PT 一 机 ME, 
其 中 
pW) =ieel- 写 laCoP (4 


所 以 ,到 上 过 一 租 坐 标 芒 之 后 , 对 确定 瑟 中 映像 4 的 都 个 短 际 闪 
设 , 它 的 元 是 : 


oo 下 入 OL (48) 
及， 与 刀 :. 中 任意 元 Y 棚 应 的 是 依 2 在 区 ， 0] 上 的 zs 中 的 阔 数 
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9(%) ,适合 
90 = ED yuan), (49) 
而 友之、 二 中 约 任意 泵 数 y0% 必 有 函 中 一 确定 元 与 之 相应 。 
这 时 ,对 应 关系 保存 东 6 数 及 数 积 不 变 。 如 果 用 yi( 袁 示 与 坐标 
基 gw 要 应 的 而 数 y(X) ,部 示 可 得 
PO = | orl)dples), C50) 
而 gx Gy=12，…) 组 成 中 的 一 个 规格 化 阴 正 交 钥 。 本 中 
的 运算 子 4 与 中 采 久 的 运算 相应 ,而 对 于 aw 一 《4pxs gj 可 以 
代替 (48) 而 写成 公式 
oj| apm 5D 
发 不 用 gx(%) 而 取 > 中 另 一 完全 规 若 化 正 交 钥 内 人) , 而 由, (0 
他 一 工 2 与 二 中 某 一 完 至 举 标 基 组 由 相应 。 取 囊 中 把 从 
标 基 ps 变换 成 党 标 基 内 的 么 范 映像 D0, 就 是 褒 Ups= 几 。 与 
本 中 这 么 范 映 像 可 相应 的 居 某 一 年 陈 ， 而 这 短 阵 依从 于 华 标 共 
的 选择 。 如 果 取 坐标 基 ps 或 如， 部 术 可 得 同一 短 陈 ,其 元 是 
ez 一 《1 Pz，91) = 《yx PD 


或 
Cx= (Ur, pi) 一 (Cr Uh) 5 (hes Ui,) 一 (we, 1) 
”新 然 由 五 变换 到 工 , 时 不 改变 数 积 ,可 以 写成 
| cn] hPa) (59) 
在 新 的 举 标 基 中 与 运 咎 子 4 柑 应 的 短 潮 的 元 由 与 获 式 ( 虹 I) 相 类 修 
的 公式 决定 : 
ba= | AiO WD ap) , (53) 
如 果 za 人 % 一 1;2，…) 是 以 Jr 为 从 标 基 时 某 元 的 分 量 , 而 岂 是 下 


189， 速 粮 噶 的 情形 .4 


汕 为 学 标 共 时 同一 元 的 秀 量 , 闭 林 44 一 w; 90) ,而 人 一 (0; i) = 
= (2， Ugx) 一 (U1z, gw) ,由 由 看 出 , 《8 戏 ，…) 可 以 由 (ww: ma， 
…) 用 与 么 范 短 泗 on 相近 的 短 陈 表示 出 来。 如此, 如果 用 4, B,C 
各 表 具 有 元 ay bix, ow 的 短 阵 ,可 以 写 出 乱 阵 等 式 


B=0-1A0, (54) 
应 用 [ 蔡 习 中 的 公式 (1730) , 以 及 (49) 与 (50), 可 以 写成 
Co 内 = pr PN, 65) 


食 间 (39) , 可 以 写 出 短 陡 了 (4) (在 坐标 基 wk 中 ] 的 苑 ,其 中 了 CN 


是 定义 于 区 网 [s, 菩 上 的 任意 有 界 总 可 数 : 


UDO)a= | ADpaoJFCDap 人 。 (56 
如 果 了 Oo 一 以 一 由 ， 可 得 上 面 运算 子 的 琼 解 式 : . 
Rali) = OP: ap 0), (57) 


如 果 了 (0) 是 实 琴 数 , 卷 来 了 (4) 是 自 小 地 运算 子 ,而 与 (55) 完 于 相 
类 ,可 以 写 出 运算 子 了 (4) 的 喘 面 数 多 .的 元 : 


{6D = [pe OTR) ap Cs- (58) 


其 中 C 是 由 不 等 式 了 (X) < 定义 的 值 太 的 集合 。 我 们 不 去 倍 述 
这 些 公 趟 的 证 明 。f (4) 的 谱 可 以 依从 于 了 (%) 的 性 质 而 有 不 园 的 
特性 。 ; | 
上面, 我 们 合击 已 知 的 在 孔 中 自 共 旺 运算 子 4 及 这 样 的 元 
2 出 发 ,使 G4 的 阳线 性 精 是 五 。 取 坐标 基 pa， 可 以 达到 4, 及 
无 劣 短 耻 , 且 上 面 那些 从 式 成 立 。 反 之 ,可 以 取 区 出 [4, 轨 上 任意 
的 速 村 不 减 画 数 p(X), 在 =a 时 p() =0 的 , ,并 取 一 天 
下 灾 粗 p(X)。 这 时 公式 (51) 决 定 元 a, 后 者 显然 满足 zw 一 ax。 
不 难 证 明 ,具有 元 a 的 短 陈 与 中 的 有 界 运算 子 相应 。:. 襄 实 上 ， 


Ed 


ve 
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用 7 六 天 未 台 | Ew, STF I Ss (SD): 


| Tr Tt ey E | 之 PE LNT Tx ep 人 9 
而 留意 zx) 的 规 洛 化 正 深 性 可知 


1 


说 Qin |< la! 


由 此 可 知 禄 谈 汉 算 子 的 有 界 迟 。 它 的 自 闪 刘 性 向 Zn=an 得 由 。 
公式 司 引 定义 令 肌 尘 参数 到 的 投影 运算 子 的 元 ， 工 且 是 主音 位 元 
分 解 ,而 显然 

aa 一人 afEoym 


就 是 说 6 是 泛 筑 予 4 的 询 面 数 。 如 昌 在 公式 (50) 中 取 共 线 呈 ， 
小 未 得 出 元 Be 的 分 prt) 当 和 = 了 时 这 是 苞 5 的 分 太 。 巾 
《50) , 焦 阴 性 方 税 , 可 知 pg 加) 中 公式 (47) 熔 示 。 在 县 有 有 速 入 玫 的 
自 共 埋 运 筑 子 4 的 一 般 情形 ; 放 相 互 正 交 的 不 变 巴 空间 五, 1;， 
0 在 傈 个 五. 中 运算 予 4 上 其 有 入 四 庙 。' 在 每 个 Lh 中 了 芭 其 坐标 
基 , 天 对 于 每 个 孔 可 得 上面 洪 式 的 公式 。 然 后 最 后 的 式 子 ， 例 如 
关于 双 线 性 式 (4z, 幼 的 ,可 以 借 每 个 HH 中 的 双 角 性 式 相 加 而 得 
出 。 

可 以 放弃 芥 各 数 8, 巡 强 性 的 妥 玉 而 容易 地 将 简单 谱 的 概念 
一 般 化 。 与 以 前 一 蔬 , 应 当 存 在 元 %, 使 名 we 搞 成 整个 五。 这 时 ， 
由 公式 (和 9) 定 义 的 不 减 画 数 pC) 不 一 定 要 是 违 禹 的 。 世 然 我 们 
可 雇 设 z 是 规格 化 元 ,而 这 时 除 o(e) =0 外 还 有 p(8) =1 咸 站 。 
如 果 , 比 万 没 , 4 有 翘 点 市, 激 一 切 因 有 依 的 秩 兢 等 于 1, 那 来 取 四 
为 会 意 起 ,得 其 依 - - 闭 组 固有 苑 的 一 切 和 立 叶 系 数 才 不足 零 ,我 们 
可 以 竺 葵 Ow 租 成 装 个 五 ， 丽 上 过 的 囊 是 简 覃 的 。 在 有 重 况 有 估 
的 时 局 , 不 难看 出 讲 不 能 姨 简 尝 的 。 如 果 在 苍 解 整个 下 成因 右 值 
子 空 亲 发 过 漠 子 空间 时 两 柱子 容 明 都 有 简 中 高 ,我 们 得 出 简单 


40. 如 科比 阶 4 


玄 的 一般 | 说 形 。 在 第 一 予 空间 中 吏 是 简单 的 必要 且 殉 分 的 条 件 是 
一 切 回 有 佑 都 是 单 的 。 如 果 稍 单 讲 不 是 圳 敌 的 , 那 未 6; 有 路 度 ， 
而 傅 公 式 (和 5) 定 义 的 p( 筷 在 品 的 间断 点 处 也 应 当 有 间断 。 事 实 
上 ,如 果 在 市 而 数 2, 的 隔断 点 入 一 处 丽 数 p( 是 副业 的 , 那 未 “ 
(Gi 一 -08 一 0, 而 由 iz 生成 的 空 简 中 的 一 切 元 与 相应 于 国 
有 佳 入 = 入 的 固有 元 正 交 ,而 十 此 可 知 O42 不 能 生成 整个 五 。 
440， 敖 科比 矩阵 ”发 在 无 穷 厅 空间 互 中 自 闪 地 运算 子 4 有 
简单 速 粮 带 。 把 》 的 插 志 p() 在 区 疝 [e, 如 上 正 交 化 ,可 得 一 租 
实 多 项 式 Pe) (一 0,1，2,…) ,做 为 上 节 中 的 于 租 pxz(D) ,Pr 


的 实数 芭 镶 ， es 
] Pear 1 
在 每 个 多 项 式 Pi(%) 中 最 高 次 系数 可 以 设 是 正 的。 在 以 前 的 记号 
中 庄 而 数 4(%) 是 从 8 二 起 稀 号 的 。. 现 在 从 h=0 起 玉 往 庄 
Pen ， 而 天 示 Ps) 的 次 数 。 和 如 此 PCN) 代 炮 了 prin()。 次 
所 选 的 坐标 车 中 , 与 运算 子 4 相应 的 短 障 的 元 依 ( 红 ) 是 由 下 面 从 
式 决定 : | 
a APi) P(N do) (6, B=0, 1, 2, ..), (60) 


识 4 一 >1 。 这 时 积 和 Pit 和) 是 次 数 低 于 的 多 项 式 ; 这 积 可 尺 袁 
胶 庄 s< 的 了 Ps) 的 一 次 组合 式 , 而 依 (59) ,这 时 积分 \60) 等 于 
堵 。 同样 ; 当 j8>1 时, 它 也 等 于 展 , 因为 a 一 Gn 就 是 说 当 
1 一 >0 时 as=:0。 漆 用 下 固 的 记号 : 


ar= {APRO)dp CN); zx=| Pa(OJ Pry (Wap(h), (61) 
(b=0, 1, 2, ..), | 


数 出 现 于 用 P(A) (= 0, 1 3， …, k++ 了 表示 积 XPsO 的 一 
次 式 中 : , 


(59) 


433 一 茸 权 关东 币 以 竺 汪 F 


和 人 =BPriz(h) 十 Da PP， 9 ， (82) . 
而 由 于 多 顶 式 世 ,(X) 的 最 高 须 系数 忌 还 的 ,可知 54>0， 由 (60) 
"及 上 面 所 就 约 可 知 

Ci, RE Ci, PE . 《的 ) 
当 一 中 人 时 ci 一 0， 
而 如 此 ,在 扬 选 的 坐标 革 有 中， 对 党 的 短 症 喜 示 或 下 还 涪 式 : 


; | co bo 0 0 :0 … 六 ee 

: bo i b1 0 0 "» | > 
0 de a be 0 2. | 3 - 64} 
I og vv Sa ds fa ' 


i 人 I 
其 中 b>0 注 六 天 任 \63) 询 自 涝 列 夭 虞 昼 做 惨 税 比 知 潜 。 各 号 
六 泪 当 地下 2 村 基 寺 , 且 有 入 理 速 阁 滋 的 身 共 亏 运 算 瑟 的 抵 厌 
Bg 及 记号 (5 红 ), 不 允 计 算 展 五 式 (62) 中 的 采 数 ,只 
须 先 把 沉 这 张 上 PQ04p (4) 站 沪 积分 。 当 < 一 1 时 ,与 以 前 . 
一 样 , 芝 积 和 PA)Pa( 和 ap) 的 积分 竹 于 需 ,， 所以; cD=0 当 
ma< 一 工时 应 立 》 当 计算 切 余 系数 时 ， 使 用 记号 (61) 并 得 出 下 本 
并 于 诸多 瑟 式 Pl%) 疗 的 关系 : 、 ee 
MD {A = rat) Ca 和 十 Die at) ? 《65) 
年 ， 1 | 
Pith) - =0;.* .Po 人 =。 \G6) 
上 讨 便 指南， 可 以 敲 p(8)=1, 从 而 可 以 得 由 上 辣 | 的 公式 ,再 
第 一 个 可 以 取 徽 定义 。 与 在 上 节 吓 一样， 2 连 沪 不 站 : 
p()) 出 获 , 作 息 pL%) 正 交 的 多 项 式 租 ,及 依 : a 


. 短 的 弈 元 。 焦 [136 中 所 沁 , 短 阵 (64) 守 的 雍 元 应 当 是 过 依 算 对 俯 下 


办 的 。 A 曼 屯 得 出 。 上 而 的 推 下 可 2 引导 到 下 加 
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的 车 果 : 

定 青 和 4.， 席 与 只 有 简单 圳 级 芒 项 的 训 具 运算 工 柯 应 的 一 切 自 共 

量 逢 阵 必 与 某 一 做 (64 形式 的 雅 科比 短 隧 么 范 相抵 ， 这 短 阱 的 元 

”站 界 ,而 如 >0 。 我 们 可 以 依 (60) 每 由 一 切 这 税 的 知 阵 来 , 其 中 

Tg, oj 是 任 总 有 容 区 二 ,6 刹 ，p( 和 是 这 区 癌 上 的 非 负 速 虑 西数 , 洲 守 条 

入 pp) 一 0 及 o(5) =1( 后 一 条 件 是 无 闫 安置 的 ) , (和 是 全 pC 人 》 
的 规 档 化 正 挛 3 多 项 起 组 。 

将 从 村 知 的 雅 科 比 矩 阵 旧 和 获 ， 状 改 在 这 短 障 中 au 一 ou 当 
12 一 一 二 时 不 是 欧 。 如 困 卓 彤 发 的 坐标 直 租 畦 谈 强 产 的 组， 以 
eer 形式 的 式 子 绽 每 一 坐标 基 ， 那 未 不 吹 赴 明 , 当 还 当地 选 泽 诺 x 

针 可 以 得 册 一 个 与 原 求 短 际 么 范 相 撕 的 牙科 比 给 陈 来 , 其 中 当 
电 一 站 一 工时 am 是 正 数 。 她 张 , 可 以 发 预知 的 中 科比 敌 芷 是 饶 
464) 的 形式 ,其中 显然 wx 是 实数 ,而 了 >0。 留 次 慎 361 中 的 定理 
2 及 定理 荆 的 一 个 系 , 可 以 普 洲 ,要 侍 短 隧 (6 和 ) 才 现 一 四 性 有 界 尖 ， 
像 ,必须 县 只 须 竺 数 cx 及 杂 为 同一 个 与 下 无关 的 数 丰 所 界 : 


1 EE (67) 
在 下 面 将 作 和 如 此 沟 假 粗 。 分 | 
| Pos Yi, Day (6 


是 基本 的 华 标 起 组 。 用 4 裘 示 与 (64) 的 短 泪 相应 的 自 洪 效 运 纹 


” 子 . 订 以 写成 


Av = db Orb DVEr1 二 0 1 3 池 - :=0)。(G8) 
恕 果 职 由 关系 (65) 及 (66) 决 定 的 多 项 式 所 (OA)， 独 末 应 用 上 面 的 
公式 ,本 以 甩 第 一 企 标 趟 山 流 示 任 党 华 标 莫大 下 :;- 
-加 = 忆 (CD 和。 《70》， 
使 纺 . 是 运算 予 44 的 计 夯 数 ， 诚 让 况 是 姓 阵 064 的 让 才 夯 阔 。 击 公 
式 (70) 六 楼 可 知 雍 元 名 组 成 整 个 吾 。 事实 上, 个) 
b= [POS 


J 
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其 中 及 5 是 运算 子 (64) 的 界 , 就 是 讼 加 是 咱 元 如 un 的 一 次 组 
合式 的 栖 限 ,而 几 苑 都 可 以 依 详 坐标 站 展 辽 ， 如 里 ,牙科 此 计 际 与 
简章 庙 相 庶 识 不 一 定 是 束 午 的 ) ,而 第 一 坐标 基 秋 如 可 以 起 尖 本 
元 夕 的 作用 。 人 个 (70) 且 以 福成 ; 
(yo he) = (Pi A) Yos Pe A) ho) = (P(A) Pi( AYho, Yo), 
(dy We) = APCA) PCA) Wo, yo， 
而 作 硬 数 
和 (Co 一 有 ols, 《TD 
傅 这 此 等 式 可 以 写 
u 0 天 在 ， 
{Uy, 如) ff PM) PN Aadp(N) 2 二 
{A = -| NP(N) PC) dpCN), 


直 此 让 楼 可 知 毕 多 项 式 五 (7) 胡 戌 依 p (A) 的 规格 化 正 次 租 ， 而 算 
障 (64) 的 况 元 依 公 式 (60) 出 它 个 表示 出 来 。 如 聚 丁 数 入 有 间断 ， 
那 未 如 在 上 节 中 所 滞 到 的 , 几 加 此 的 间断 点 与 -- 秩 等 于 1 的 固有 
值 相应 。 下 此 看 峙 而 数 ;不 能 简化 成 有 穷 多 个 跃 度 ,而 关于 p() 
也 可 以 作 同 笠 的 千 葵 。 吧 之 ;可 以 依 公 式 (60) 作 任 管 雅 科比 矩阵 ， 
其 中 pCX) 不必 是 速 稿 的 ,而 只 是 不 能 简化 成 有 旁 多 个 跃 度 的 不 减 
画 数 。 
141. 微分 解 芳 罕 具有 翰 加 六 营 的 自 阔 产 运 筑 子 ( 短 阵 )。 
如 及 前 所 看 到 的 ,可 以 作 一 序列 隔 相 正 交 的 规格 化 元 f(s=1,2， 
”使 Gog 查 成 子 空间 到， 而 这 些 子 空间 是 互相 正 交 的 , 其 正 
交 和 是 整个 及、 濡 元 y" 入 数目 是 有 稚 或 无 汰 的 。 合 2 人 1) (4= 
一 ] 2,…) 是 元 2 的 食量 。 王 数 ?名 人 A) 是 园 变 豆 数 , 而 当 s 
崩 于 任意 一 个 含 于 区 冰 [o, 轨 之 中 的 区 间 时 , 宅 个 满 是 方程 
4p) | Xp Ge=1, 3, (72) 


二 141. 镶 分 解 ”9 


依 [1191 币 的 有 式 (1881) 及 (1882)， 可 以 断言 下 面 关于 解 2 A) 的 
正 交 性 : 


> oO AspEN) =0 (78) 
(了 上 区间 4 及 dz 是 生意 的 ) ’ 
4 D0 075) 
CA 及 42 无 公共 内 点 )。 _ 
由 [i117 的 基本 公式 可 以 推出 下 面包 含 着 微分 解 的 作法 的 仅 式 .: 
fs dp dp NR) 0 (8 人 )， 
引 . Qos (h) 1 (总 一 全 ) ， 《9 
Sd 0 ， 、 ff 
co- 习 2 全 a 0 
到 (一 2 dp (mw) ape ape) ， | | (76) 


其 中 了 人) 是 策 矩 阵 的 元 。 Pe ee 正 交 条 件 
(3) 及 (731) 的 解 租 (72) , 打 证 明了 公式 (76) 对 任意 成立 , 那 末 


， 我 们 避 以 肯定 所 得 的 解 组 是 完全 的 ， 并 县 其 余 公 式 都 成 立 。 会 


Yl Yo") 及 zi 人 是 区 中 的 解 , 面 
YN) 一 PN); ze) (和 ) = 办 2 
oe 可 以 写成 下 面 形式 : 


oo i 一 十 vt Dr 
(dy, 2) = 了 Rik 4 一 3 =。 70:) 


这 蚌 (7 引 的 机 接 推 荐 。 同 术 也 可 以 写 出 入 1 中 的 其 余 公 式 。 不 


难 证 明 ,如 果 某 身分 解 %.(X) (4 一 1，2,…) 与 上 面 所 迹 的 一 切 微 仓 
解 正 交 ,而 后 面 潮解 组 成 微分 解 的 洁 储 租 , 闭 未 一 钱 居 人 M) 是 常数 。 


要 


常数 办 人) 的 情形 是 组 (7) 的 寻常 解 , 因为 这 时 dor) = 一 0 而 


dwtN) 一 0 。 在 排 去 点 琶 和 本 人 人 人 人 (与 运算 子 4 
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的 一 切 固有 元 还 奖 。 回 到 组 (7 并 全 pC?) Ch=1,2,3，…) 是 
这 租 的 某 -- 微 分 解 ; 


马 Qi A Pr Ch) ee [ dpi =， 2, “hs 
. 席 一 切 画 数 p(X) 有 巡 炉 导 两 数 ph(%)、 这 寺 上 面 那些 斯 提 勤 杰 
斯 积分 都 变 成 速 釉 廊 数 的 平常 积分 ,而 把 中 值 定理 应 用 于 其 上 ,着 
用 名 及 和 表示 区 洁 4 的 句点 ,可 得 


cur pr A") ~ ps (NY =hp! Ne) (一 2， (77) 


沪 中 和 N<h<<9。 应 用 控 祝 遍 日 公式 于 左边 ,把 两 边 除 以 
(A" 一 和 ) ,并 合 N 及 WN' 赵 向 于 不 共 极限 值 ,可 得 


和 六 cam) = 0 (i, 2 0)。 (78) 


法 时 淫 在 (77) 左 这 的 无 穷 和 中 可 以 滨 项 取 极限 。 如 果 这 和 是 有 容 
约 , 间 未 这 毫 无 问题 , 出 就 是 说 矩阵 ar 在 其 每 行 及 每 列 中 只 有 有 
穷 多 个 不 黎 于 禾 的 元 。 由 公式 178) 可 以 小 出 在 所 壕 条 件 下 , 就 束 
入 研 的 情形 说 ， 作 () (4% 一， 2，…) 对 于 任意 入 都 满 足 关于 回 有 
元 (5488] 中 的 (84)) 的 方程 ,但 p(X) 不 属于 2， 就 是 说 ,由 -|2K2)1 
组成 的 和 等 于 十 ceo, 因为 在 得 淖 炉 证 的 情形 不 存在 固有 元 。 在 有 
混合 庙 的 情形 下 ,微分 解 可 能 与 中 输出 固有 元 的 本 常 镶 相合 。 

14%， 金 带 积 映像 的 二 阵 名 有 一 序列 元 wz， 其 分 最 是 
人 (8 一 1 ,2,-…) ;这 序列 强 收 歌 于 元 2， 而 元 4 的 分 重 是 ww(3 一 1， 
2. …) , 就 是 认 lz 一 zj >0。 我 们 可 把 这 与 成 


| 0。 (79) 
由 此 ,如 在 [9 生 中 所 知 ,可 得 
laa 0 


而 噶 元 x" 的 范 数 由 一 个 与 4 无关 的 数 所 界 。 由 79) 下 搂 可 知 对 


了》 
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于 任意 s 满 是 下 别 条 件 : 

Wm 《SS 一 上 2， (37) 

` 借 从 这 一 条 件 并 不 能 得 则 条 件 (79) 来 P。 我 们 证 盟 条 件 (8 办 以 及 
雍 元 学 至 的 有 界 性 : | 

Ba ls, (02) 


从 起 来 与 序列 cm 骑 收 茂 于 ve 是 同 效 的 。 训 实 上 , 弱 玫 人 效 与 下 五 
命题 同 效 [127] :在 条 你 [89 之 下 ,对 于 任 谷 苑 2 (oo 区 -Co 全 ， 
就 是 髓 > 


， 3 ZE, -> 3 2 (23) 
:但 我 个 知道 , 对 于 最 后 条 估 只 须 就 坐标 基 来 验 良 ,就 是 绝 , 只 就 仅 
有 一 个 等 子 1 而 其 余 都 匡 需 的 情形 琼 验 明 [127]。 当时 让 (83) 
地 哥 以 直接 得 到 (31)。 和 如 此 条 件 ( 江 ) 及 (82) 与 2 中 纪 欢 笋 于 2 同 
Me 
映 尖 的 克 分 条 件 。 

定理 5 如 天 表 数 


轩 |anls “(80 
收效 , 那 未 短 际 a 与 多 速 熏 映像 相应 。 
首先 注意 ， 在 级 歼 (84 履 煞 的 条 件 下 ,线性 也 像 的 有 界 性 由 F 
面 不 等 式 得 出 : 。 、 四 
引 避 om| < 号 [ 旦 lo 号 p1<e 淖 ae 
其 中 加 事 示 执 数 (84) 的 和 。 为 了 得 出 二 写 的 不 等 式 , 只 须 对 于 左 
边 的 内 和 应 甩 每 伐 尔 慈 不等式。 应当 证 明 在 级 数 (8 名 收敛 的 条 件 


“下 ;与 短 阵 au 相应 的 映像 4 是 全速 入 的 ;就 是 说 ,如 果 2 中 6, 那 


印 “ 交 者 注 : 今 骆 2?= 工 如 时 92 而 吧 2=0 如 果 V4 洲 玉 中 0 el 


9 和 a- -1 不 0 
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末 4om->4z。 把 wm 换 成 差 xm 一 z， 可 以 把 定理 的 证 明 箭 化 破 
话 明 下 面 的 命题 如果 2 ->0， 闭 未 4o02=>0， 就 是 悦 ， 如 果 条 件 
(84) 满 是 ，:w 中 | 志 7 而 对 于 一 切 3 | 

tO (gs=1, 2, 7), (85) 
判 来 应 当 证 盟 


:| ->0。 (86) 
分 内 部 的 和 为 防 个 ， 六 ee 
+2 思 | 总 ooof | 
在 第 一 .项 中 把 依 宇 的 和 分 解 碟 两 个 : 

中 op 2 袜 


十 2 二 上 3 au | 
应 用 舒 传 尔 慈 不等式、 基肥 用 委 体 (63); 可 以 写成 


0 


六。 «2 这 | aa | 


ee 
n=™~ 


轧 HK | 十 


A B24 
+28| > > le 总 ， a 
Ll Fi 


依 极 数 (8 人 的 收 化 ,对 于 任意 已 知 的 正 数 s | 以 回 定 一 幢 久 大 的 
, 使 方 括号 中 的 和 <:s: 


一 
站 < 


> wh | 十 2728 。 


慷 斑 (85) ,可 i ?和 值 ,右边 第 一 项 二 e， 而 如 此 
Sn 所 5(I+213)， 
弃 然 s 总 任 汪 的 ， 由 此 可 得 (86), 于 是 定理 翘 明 了 。 | 
字数 (84) 的 收敛 只是 短 阵 au 所 表现 的 映像 为 全 沁 禹 的 到 分 
条件。 可 以 证 明 必 要 且 充 分 的 条 件 乃 是 ; 如 果 2 及 y 的 范 数 不 超 


148. 钢 《4 失 ` 


过 1, 独 末 在 肥 式 (4) 中 的 极限 步 胎 是 依 * 及 3 两 元 -- 到 的 妆 艇 。 
如 果 敌 阵 变 成 炖 粹 对 角 线 式 的 , 昔 志 在 其 主 对 角 缆 上 的 乃 是 宅 的 
轿 有 值 ; 而 做 E12 机 I 中 的 定理 , 映像 有 双 速 著 性 的 必要 旦 充分 的 条 
件 乃 是 其 蓄 对 角 元 依 原 来 肽 序 趋 向 于 零 。 
响 意 在 [1261 中 证 明寺 的 关于 至 速 烧 映像 的 定理 ,对 于 自 共 屯 
生地 灶 短 队 可 以 甬 友 共有 对 列 久 的 要 力 可 的 罗列 光 和 讽 理 兽 ， 

用 之 于 无 办 方 程 租 
El ou 一 ?十 P (d=1,2,..) (897) 


上 ， 其 中 《( 轧 ， 户 , …) 是 已 知 的 ,而 (oa ca …) 是 ?2 中 的 未 知 元 。 
只 人 须 注意 参数 和 在 方程 (87) 中 的 位 置 与 它 在 以 前 所 写 的 积分 广 程 
中 的 位 付 不 同 。 
143. 例 1. 在 区 并 [一 1 十 菇 让 ,全 
2(%) = 二 人 M1~aX, 
关于 多 项 式 百 ( 避 的 条 人 性 (59) 可 以 写成 下 面 形 式 :; 


2 ju _ /9 如 果 i E 
2 VIP OOea= | eg (88) 
不 漠 降 明 ， 下 面 妊 多 项 式 满足 这 条 | 件 ; 
p(y) = 人 二， 其 中 co = i 


合用 夭 阿 弗 尔 公式 ,很 容易 地 引 明 ， 上 商 写 的 分 式 是 cos8 的 ”= 次 多 项 式 。 各 
果 换 和 成 新 次 数 , 合 入 =eos 9, 条件 (89) 雪 接 可 以 脸 媳 。 矩 障 (69 中 的 数 a 
及 训 由 下 面 公式 定义 : 

“=” A MT PN Ns tx= 三 全 MI—23 P(N) Pess CD。 


取 变 数 9 并 计算 世 得 的 些 积 分 ,对 于 任意 t 可知 ow=0, pu 下， 就 是 器 ， 
相应 短 隧 的 元 由 作 臣 aor1=6x14 二 总 定义 , 而 其 他 的 ax=0 。 这 姑 际 
有 入 坚 条 连 炸 还 。 依 (50) , 这 租 的 唯一 微分 解 由 下 面 公式 决定 : 
站 of .+. ， 
和 CNy = 二 | MI 站 PP Od 一 2 sin Dsin ng a0; 
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由 此 区 0 一 字 VT= 入 P02) = 三 sinag 。 寺 掉 因 于 二 ,可以 看 出 组 (89) 


二 译 拉 和 省 各 二 N33 1 ee 
| 有 人 和解 za 一 sin xarc eos 入 ), 其 中 一 1 二 区 十 1 。 
2. 考察 在 区 并 [一 “; +4] .上 阴 规 格 化 正 实 柱 元 sr 一 0， 土 1， . 
…)a 当 6 一 和》 时 会 式 ( 太 ) 葵 出 下 列 关 于 相应 短 陈 的 元 ; 
pg 本 ae-0t dA 一 和 了 25， 加 果 Pp 中 外 而 cs=0; 共 中 及 4 均 
由 一 到 十 ee。 优 (60)， 


| Pk{A) = -zs | Cds 蕊 信 一 -J 
.而 由 公式 (78) 可 得 等 式 
HD 一 入 。 1 oh 
i 5 AAA Nr l, 
其 中 和 另 - 上 的 一 撤 我 明 在 和 中 除 撞 &=s 那 一 项 。 上 面 公式 可 以 改写 成 下 面 
形式 : 攻 


eith, 


Sy (~—1)#" ®t-b)h = 


,B= TS —E)-: 
Sy CD 
也 就 是 各 寺 - 


其 中 除去 值 j=0 。 最 后 公式 正 是 展开 成 传 立时 般 数 的 盏 党 展开 式 , 其 中 
所 写 的 航 数 在 区 山 的 端点 一 就 是 := 十 x， 是 发 散 的 。 上 而 精 花 的 得 出 ， 
是 由于 把 展开 式 写 成 复 变数 形式 。 现在 应 用 公式 (56) 全 <0 时 了 (== ， 
二 一 5 一， 当 X>0 时 了 人) = 一 2。 如 此 得 出 纸 限 


-bra 全 je (eolo-0ndh+ 让 s Nsw 
或 即 - 
bo 如 归 pyg 而 bp=0。 (89) 
入 宫 在 区 并 [ 一 <; 十 可 中 | GD | <; 对 于 一 次 式 F1231 4 下 而 的 信 秆 : 
， ,|<s Blasl® (90) 


在 这 全 惫 中 ， 左 边 的 因子 i 显然 是 可 以 去 挤 的 。 如 果 当 p<0 时 合 ==0， 、 
而 合 其 他 zp 是 实数 ,可 得 下 而 的 售 秆 ， 这 是 由 希 勒 拍 特 输 出 的 : 


i143. 馈 . < 


他 ge! 
| A | <= : 名 史 。 (8D 
> 


~ 
| 
由 


不 条 证 明 ， 如 果 当 pF 时 cpa 一 工 : jp 一 891; 而 ap 一 0 浏 短 晤 dpg 不 与 有 界 
运 贷 子 用 让 。 事 实 上 ,如 茜 令 1<he8 时 的 204 二 1 :WY 2 而 上 关 > 时 的 忆 一 
一 0) 对 末 元 (zy roy 3 的 范 数 玫 于 1 面相 主 的 二 次 式 是 
Ct 2 1 .2 名 (于 站 A 
J 十 一 十: 于 一 一 一 十 一 一 2 
7 人 p—2" p—d) 


2f/n—1,n—2 2 也 1 ly, 
D7 je 2 和 i ) ee 


当 夫 大 时 最 司 直 光 恨 地 者 大 ， 因为 和 1 汪汪 小 二 二 … 沾 二 无限 地 


而 分 式 & 二 趋向 于 1。 在 向 18g) 中 区 的 二 环抱) 但 可 以 洁 
浴 ， 对 于 中 任意 两 元 , 槐 限 
| xp 如 STR Tp 
吉庆 
邦 在 ,而 在 内 部 依 p 的 和 申 除 控 p 一 4; 在 左 过 除去 -4 的 项 。 
3. A ettt 而 考察 实 阴 规 格 化 正 交 粗 
pp (A) = (sinjA+ eos (=0, 士 1， 十 2 
应 用 公式 (56) ,可 得 重 隙 | 


Bo- 二 |” fF) (sin ph 603 Pp%) (31n 9% FF C03 9%) aN 
= 


朗 a 7 C2) eos (p— gq) ra + OQ) sin (p+ q) ha 


与 以 前 一 幸 , 当 <0 时 分/() = 一 5 一 %, 而 当 %>0 时 例 了 (%) 二 xz 一 和 ^， 究 得 ” 
下 高 垂 陈 : ， 
bpg= 吉 打 王 十 5 这 0) 质 而 dng pl Fe Ei 


p+t+ga 
与 不 等 式 (90) 相 伺 ， 可 但 下 而 不 等: 3 
mr | 3 lz . (93) 
1 p+g Ema 


关中 一 河 雪 示 在 和 中 必须 取消 使 p+ 0 的 说 硕 。 不 稀 式 (93) 与 下 面 不 容 
式 和 机 应 ; 


局 
: 名 2 |<= 岂 二。 (03) 
Irysl $ cl 沁 


4 . 盖 勒 入 特 空 隔 


一 多数 卷 可 以 旺 是 正 的 ， 而 所 与 的 二 重 的 数 对 于 ?中 的 任 容 元 是 引 对 收 全 
的 ， 六 是 可 以 写成 : 4 
2 er (94) 
4， 到 一 例 章 蚂 一 二 有 有 是 映 二 Fe 
逆 , 而 在 另 一 而 供 本 省 有 有 办 涝 是 阵 。 倒 oy (x 二 1 2 …) 是 实数 ， Rd 
的 和 是 收 作 经 数 。 如 如 合 | 


;8000 | e10090 | 
1 10900 Jmol100.| 
A=| 9 1 00 | a= Be 
en | No | 
| a | 和 ea 


那 来 应 用 [13 中 中 的 定 现 2 不 难 证 角 4 与 召 与 有 办 运算 子 相应 ， 而 对 于 任意 
选择 的 ay 算 阵 吾 是 了 4 的 左 便道 就 是 诊 D4= 五 。 姑 果 取 兴 更 矩阵 就 是 . 
设 族 然 mx 是 实 的 ,只 顷 取 埋 毅 答 阵 .4 及 了， 那 末 对 于 任 淹 az 4'B'= 瑟 
方程 42=y 的 形式 是 : zy; oa 一 ti …， 而 它 在 1; 中 有 了 唯一 解 zx= 
二 Wiest 二 4 2 ……)。 方程 4z= 的 形式 是 各 = 加 i zg 一 Va) …y 而 县 然 
Ty 是 任 忘 的 ; 它 有 有 区 和 劣 多 解 。 
144. 室 关 了。 现在 回 到 在 有 淄 或 无 穷 区 问 上 可 测 并 且 方 
可 和 和 的 囊 数 抽 姐 成 的 空 辣 。 这 过 程 分 可 以 了 解 成 蔷 只 格 的 , 也 可 
以 了 解 成 勤 只 格 - 括 误 蔓 杰 其 的。 为 确定 起 见 考察 蔓 抽 格 积分 ,大 
限于 一 变数 的 情 彤 。 所 每 一 切 楚 果 都 不 难 推广 测 多 杰 数 的 情形 上 
去 。 我 们 记得 , 如 果 广 (2) 及 f(z) EIz, 壮 末 它们 的 数 积 由 公式 


Gs 及 = Fd (98) 
定义 ,而 元 的 范 数 由 下 面 公 式 定义 : 。 
fs -| {flm) [de | (96) 
有 一 类 I 上 很 重要 的 焰 性 送 算 子 , 力 是 积分 运算 子 
: po) = Ko, yf (yey. (97) 


7 


人 


144. 空 阿 Za Kev 


一 -一 ro- 一 ~-- 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


但 并 非 .中 一 切线 性 有 界 运 算 子 都 能 由 (9%) 表示 。 例 如 不 变 映 
像 运 算 子 就 不 能 表示 上 成 积 娘 形式 了 了 。 

在 求 穴 和 分 运算 于 之 前 , 首先 关于 两 变数 珊 数 作 - 一 些 信 晶 被 
语 。 滁 在 有 穷 区 赔 4Lle<z<<0; .ce<y<0] 中 ,在 每 一 三 行 于 六 转 
的 绕 妃 4<2 志 5 上 有 同一 可 济 点 集合 8, 此 一 杂 测 度 是 %(8)。 
所 有 这 此 点 集合 5 贸 成 4 中 的 一 个 点 集合 名 。 依 人 903 中 的 
定理 革 知 6' 是 (在 二 友 的 意义 下 ) 可 测 集 合 , 而 其 测度 等 于 
m(@) (二 oj。 由 此 直接 可 知 如 果 也 (?) 在 [a, 全 上 可 湖 , 那 示 如 
采 把 宅 香 做 在 4 中 的 二 变数 画 数 , 它 仍 是 可 测 的 。 无 限 地 扩张 
4 , 可 雇 把 上 述 一 切 洲 展 弄 无 和 区 辣 的 慷 形 。 | 

,加 到 考察 积分 (97)。 衣 芭 (2, 中 是 区 疝 do(o<r<b; axy<b) 
中 可 测 的 丁 数 ,因此 它 对 于 几乎 一 名 佳 都 是 Y 的 可 测 夯 数 ,对 王 
儿 乎 一 切 y 值 都 是 2 的 可 测 夯 数 。 走 裔 对 于 几乎 一 切 4 值 , 它 依 
%y 是 羽 于 -的 画 数 ,对 于 几乎 一 切 9 值 , 旋 焦 * 是 居于 三 的 醒 数 ， 
就 是 说 : 

.Eo(o) ={ IK (or Pdy< +e0;. (ge) 


Kw = Ix (2 Y) ,Mr +o0, ' (98,) 
而 五 (z) 及 1(w) 是 可 测 的 非 负面 数 [701]。 由 (98.) 可 知 对 于 性 ， 
意 必 于 六 的 7(o)， 积分 (97) 存 在 ,而 对 于 fa, 丰 中 几乎 一 切 2 什 
定义 的 请 数 p(z) 是 可 测 醒 数 。 为 了 在 条 件 (98) 之 下 , 映像 (97) 
吓 线 眉 有 界 腕 像 , 必须 是 只 须 下 面条 件 湛 足 : 无 路 怎 料 选择 中 
的 /toD， 及 ptejE Lo, 必 存 站 一 正 数 权 ,化 ， 
Pip raf fe Wray| i ay (99) 
-满足 上 面条 件 的 数 和 的 下 确 异 就 是 运算 子 (97) 的 范 数 。 
“种 者 法 : 由 [03] 中 二 . 易 明 。 3 
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更 众 兴 出 与 核 下 4: 2 1 亲 应 的 运 贷 子 有 办 的 充分 条 件 , 与 年 
阵 有 有 黑 的 冬 件 274) 及 (3272 相似 :在 在 一 正 数 1. 使 
| ee， 从 is Ge 的 ip 100) 
只 到 证 明 相 应 双 线 性 泛 画 是 有 内 的 。 和 在 实 流 这 这 硬 的 办 码 积 分 中 ， 
把 一 切 西 激光 成 其 纪 对 信 , 可 以 把 囚 次 积 秀 换 成 二 重 积分? 
Fle WD Hp i dmg 


下 豆 本 | Fr 《2， 2) | Efty) 1 [fot w) /aoay= 
Bb Wo 
-20 {fiKie, lar] fst fav 
: + 中 | [| iF, 2 | dg] [fo tw) IS 


< 人 say+|, Po Paz]。 


但 最 后 一 式 等 于 1, 如果 [ 诈 | 一 | 产 | = 工 。 用 完全 同样 汐 趟 明 法 可 
以 得 由 关于 运算 子 (97) 为 有 界 人性 的 过 条件 (100) 更 -~ 般 的 充分 作 
件 ,这 条 件 衣 是 : 存在 一 正 数 1 及 一 在 fx, 妇 中 正 的 这 和 而 数 ， 


ez 使- 》 
(Eg, y) oy) dy ts); [IR Ce wt ads。 (101) 


i 知 ， 共 声 汉 党 子 在 有 径 过 筑 子 的 情形 中 ， 如 果 非 负 醋 数 
到 (z) 由 下 式 (981) 定 义 ， 2 


- | Klw) rn, a (102) 
可 能 对 Ls 中 沟 其 些 z(w) 没有 僻 义 。 吃 中 能 使 上 突入 共有 音 
义 的 画 数 +(z) 的 策 合 显然 是 中 的 一 个 燥 性 馈 {。 。 ， 


定 亚 6、 窟 性 徐 在 如 证 到 处 俩 窗 。 


A 


4 


145. 共 冰 运算 池 4 


必须 证 明 , ! 的 来 包 是 整个 工 。 如 果 不 然 , 那 末 会 存在 五 中 
一 个 非 矫 其 (%) ,与 1 的 朋 包 中 一 切 元 正 变 ,于 是 与 1 中 一 切 范 
|r (08 
沸 末 x(@) 与 0 让 的 。 以 一 特殊 方式 取 ! 中 的 7(z)。 瞬 名 是 菜 一 
有 穷 正 娄 , oo 是 使 区 (%) 志 mr 的 那些 4 所 成 的 集合 , dn 是 6% 中 测 
度 < 以 的 任 营 部 代 。 定 义 7(2) ,使 当 #E% 时 TC0) 一 1, 对 于 其， 
他 az, xz(2) 一 0。 如 此 的 T(w) 属于 了 而 应 用 (03), 可 得 


J a tro) -is(o]ao=0 (104) 
这 等 并 对 于 ob 的 任意 部 分 也 必 正确 , 因 旨 
.二 Co)dz=0， (106) 


卫 et(z) 是 ma(2) 的 正 部 分 , 就 是 识 好 (oz) 在 纱 上 必 与 堆 祖 揪 。 
无 限 地 增 大 m, 并 留意 (981) , 可 知 wi (w) 在 fa, 51 上 与 次 棚 抵 。 
同样 可 瑟 wr (8) ， 叶 (2)， 及 ma (z) 也 在 Fe 5] 上 与 老 相 括 , 于 是 
-辅助 定理 址 明了。 留意 在 证 明 这 辅助 定理 时 只 应 用 了 K(m) 的 下 
曾 几 个 性 质 : 了 (2) 是 任意 齐 久 的 ,在 [a, 5] 上 几乎 到 处 取 有 和 劣 值 ， 
并 且 是 可 济 的 面 数 。 下 而 将 用 表示 与 浅 积 了 ,(z)7(g) 相 应 的 网 
样 线 狂 笨 。 洗 也 是 在 z 中 到 处 稠密 的 。 2 
定理 了， 各 果 仅 式 (97) 定义 一 个 有 入 运算 子 ， 屠 末 其 共 坦 运 
算 子 其 积 分 渤 算 子 、 共 该 是 


EK"(w, PD) =RK(y, 2)。 (106) 
”用 4 表示 运算 子 (97) , 并 留意 共 珠 运算 六 的 定义 : (dzy 9) = (4; 
A"y) ,可 以 写 威 ， 
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下 Klsg, roy par= | rg dy, (107) 

而 9 (0) 一 .4g (tw), 并且 我 们 说 79V) GA。 留 剖 不 等 式 

3 Wp 5 db La 

| IK(e, v9 lav< (| IR, 9) lr) (| gi0) de ) = 

-Ks(y) "lgl, 

以 及 (4).Eh 这 一 事实 ,可 知 [KK(v, 9)9(2jrt) 1! 的 聚 次 积分 必 
存在 , 所 以 在 (107) 左 过 的 积 耸 中 可 以 改变 积分 次序 , 从 而 招 私 式 
07) 必 号 成 下 和 面 形式 : 


JW Ke, Wyoar— gy Jay=0, 


重复 定理 6 的 证 明 可 知 在 广 括 叶 中 的 送 与 老 棚 托 ; 所 以 取 其 共 示 
景 ， 可 知 


9 (@) a Kl, Wyle)de, (108) 
由 此 可 得 定理 的 辐 葵 。 信 所 省 的 定理 ,等 式 (dz, g) = (z, 4*y) 对 
于 积分 运算 子 可 以 号 成 下 面 形式 : 
Lh Ree, (oy jade 
= I Ke, yodas lf (ydy,. (109) 


芝 正 是 侣 明 积 分 灵 序 申 倒 的 可 能 性 。 相 永年 积分 可 忆 不 存在 。 Ee 
果 除 上 述 条 件 外 核 还 满足 条 件 | 

. EK(w, Y) =K(y, oy 2), (110) 
郑 末 运算 了 (108) 与 运算 子 ( 久 7) 重合 ,就 是 襄 运 算 子 (97) 是 自 共 四 
的 。 注 意 在 这 以 形 下 条 件 〈100》 变 成 了 一 个 条 件 。 在 下 面 主要 是 
考察 自 共 后 运 筑 子 。 

146. 全 刀锋 映像 ” 纹 玉 (oz, g) 是 与 有 界 运算 子 相 应 的 核 。 

和 如果 取 某 一 别 规格 化 正 奖 粗 oy(2) (3=], 2 3，…)， 那 未 凡 思 中 


的 画 数 由 它 依 玫 wy(%) 的 傅立叶 籽 数 完 双 决定 ,于 是 代 蔡 刀 得 出 


~ 
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“了 bb, 而 积 务 运 筑 于 (97) 煤 成 某 一 . 无 禾 甜 陈 。 我 们 且 演 册 相 应 的 
计算 。 了 到 tw 2 依 第 一 主 变 数 的 傅立叶 系 弦 及 两 数 Fw) 的 全 
立 吁 又 煞 : 


bn) — | Eo Wo) ey; f= {fo) onae, C1) 


尘 末 各 xw) ,因为 信条 件 运 算 子 (97) 抱 凡 工 ; 中 的 丙 数 仍 变换 
成 中 的 而 数 。 依 广义 半 性 方程 ,方程 197 换 成 遍 效 方程 


Omp ti (112> 
裔 8 人 ae) 征 柄 数 Fo 的 全 站 时 航 数 的 部 分 和 ， 就 是 说 : 
SC} =- 福 Fo(o) 


而 裔 ” . plo) = | Fle, 9)Sn (ydy, 


闭 来 qz) 一 jz) 而 依 有 界 性 : 观 像 (9 六 是 速 转 的 ,所 以 p(x)=> 
gw)。 关 于 pu) ， 等 式 (人 2) 可 以 改写 成 下 面 形式 : 


po = 六 E(w) fy, 


而 应 用 下 面 记号 | 
a | Bis)de, (118) 。 
可 得 页 数 gw(e) 的 傅立叶 条 数 ; 
OP= pe) todo = Dewi 
依 pn(2) 9 (2) 及 致 称 的 种 续 性 , 可 得 画 数 p(x) 的 傅立叶 系数 : 
D-Dayf = =], 2, 3，…)。 {114) 


诸 公 式 抱 积分 运算 子 (97) 表 现成 无 券 短 障 | lel 的 形式 。 
移 上 面 的 一 般 叙 述 应 用 济 一 个 特殊 情形 ,这 就 是 ， EE K {g, 2 
局 于 do 于 的 b, 就 是 说 
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PP ig iy te 
我 们 证明 在 这 栈 形 中 乱 障 juj 满足 条 件 ， | 
加 le 他 [KC ledy< to0, CH6) 


就 是 说 ,号 像 (114) 是 双 束 入 的 ， 困 此 号 像 4197) 也有 同样 性 侦 。 罕 
， 实 上 , 依 (111) 中 的 第 一 式 及 阴性 方程 : 


SAO MCE 


由 条 件 (115) 可知 右边 的 4 的 逻 数 在 fa, 看 上 可 和 , 而 依 [5 旨 的 定 
再 3 可 以 在 积 人身 号 下 到 粮 限 ,就 是 说 可 以 把 般 数 水 项 积 入 ,因此 


Shs ef EC, lay]a=1s 01) 
男 一 方面 , 依 ( 寺 3) 及 委 性 方程 ， 
Sl = he) la, 


“后 是 由 (117) 可 得 等 式 (116)。 再 应 注 窟 ,条 件 (115) 六 能 保证 映像 
《97) 是 有 田 忠 像 。 事 实 上 ， 僚 每 伐 尔 兹 不 等 式 ， 


[plo) < | EC; 9) ay 10D Fay, : 
于 是 | 
| east 0 1; 

,和 如果 积 轨 运 算 子 (9 是 全 这 入 的 ， 那 床 关于 自 共生 术 ，[126] 的 基 
， 本 定理 成 立 。 如 果 取 齐 次 方程 
[Ke; Wp ay=np le), (118) 
“其 中 参数 的 地 位 与 积分 方程 党 中 通常 的 写法 不 同 , 那 末 姓 是 范 点 
:的 , 而 A 一 0 是 一 的 险 一 可 能 的 妖 点 ,并 旦 是 唯一 可 能 的 无 筋 铁 园 ， 
有 值 。 岂 上 由 核 
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yo) =p, ula dy (119) 
小 更 的 西数 , 其 中 A(Y) EIs, 依 方程 江 18) 与 话 回 有 人 秒 为 大 0 相应 
的 泪 回 有 醒 数 展开 成 全 立时 洒 数 , 语 这 般 数 的 次 仇 应 当 了 解 成 依 
审 适 次 仇 。 如 果 太 是 画 数 凡 z) 依 方 程 (118) 的 话 因 看 殉 数 wy? 
指 笨 立时 系 煞 ， 那 来 优 下 式 (i149) 定义 的 深 数 g(2) Be 
等 于 ys 渤 察 非 齐 次 廊 程 | 


下 te olay=Xp (eo) iF(0), C120) 
如 果 和 0， 寿 且 不 与 任何 Xy 相合 ,其 [IV; 46] 
PO- me, Ga 


其 中 方 是 产 四 ) 的 管 立 时 系数 ， 于 者 数 的 收效 应 当 了 和解 成 焦 中 值 . 

收 敏 。 如 果 和 夫 0， 而 与 一 个 固有 值 相等 , 那 未 ft20) 可 解 的 省 要 月 

尖 分 的 条 企 力 是 Jo 与 一 切 梢 应 辕 有 页 数 正 变 ， 楼 的 双 艇 性 式 ， 

蚌 伐 下 厉 形式 : / 
习 % ji》 Pil) + 


而 “ 和 .0 中 侠 中 俩 下 化 于 核 。 凡 这 些 鳍 论 都 是 训 虚 再 座 的 重 进 。 
可 We 在 条 件 (115) 注 是 之 下 , 可 以 重 述 癌 列 德 和 蒙 的 全 究 广 
以 把 殉 解 式 表 成 两 个 入 的 束 画 数 和 的 南 ， 但 我 们 在 此 不 详 返 加 
0 1 是 可 能 要 改变 核 KK(%, 9) 在 对 角 僵 - Y= 上 的 储 ， 
以 使 图 数 王 4o, 2) 是 可 和 的 。 关 于 这 命题 的 性 明 可 以 凑 洒 证 尔 
总 基 CMather. Zeitschr. 管 9,1921), 着 勒 及 塔 形 尔 金 (Aeta. 
Maih. 党 了 7) 及 Q.T. 米 严 订 (苏联 和 儿 学 院 报 告 , 之 42,1944, 算 
九 期 ) 的 落 作 。 和 如果 笨 件 (I15) 满 足 , 著 注 可 发 计 妈 由 炉 玉 人 eg) 
站 现 的 运算 子 的 灯 对 范 数 的 于 方 签 于 积分 (115)。 首先 延明 辅 有 
` 定 丙 。 

鞭 助 定理 如 时 CA bet SR 2, 3， et 是 区 闻 [ey 5] 上 和 6 上 上 的 径 


D+ | 名 四 章 ” 希 勒 东 转 空 隔 论 


人 i -- 一 一 -一 一 。 一 一 一 一 一 一 一 


公 赔 党 化 下 次 想 , 委 未 ws(zi 的) = gu (vjBy (mn=1,2,3,.…) 
是 区 出 Zo $b dol Das 区 上 的 完 完全 规 作 化 正和 提 。 : 
俊 条 件 ， . 
| Pmk0) n(nn《 当 宙 时 Gm4=0; 6m.n 一 1)。 
数 由 ,n 显然 属于 do 上 的 Lo, 依 簿 必 尼 定理 ， 
[een pte oar PD ve, 


由 此 可 知 Uns 形成 一 规格 化 正 变 粗 。 为 了 证 明 完 全 性 ， 只 须 门 明 a 
如 果 了 (%， 匀 EL, 而 与 一 切 Wm, 正 交 ， 那 末 它 在 4o 上 与 零 相抵 ， 
159]。 需 


2 l (wm, Y) 9n 人) psy) de dy=:0, 


就 是 本 . 
| [| Ge pnt ey [ptTI drs=0, 
而 依 组 nk?) 的 良性 ,并 取 此 志明 ,可 知 ， a 
| Fz) 术 Bi 胃 旭 ==0 对 于 [4, 四 上 的 4 融通 碾 音 ， 
而 能 然 租 9.1) 是 骨 的 ,可知 了 (x, 一 0 在 小 殖 速成 立 ,于 是 彤 
助 定型 起 中 了 。 发 bm 是 依 ( 了 1 本 属于 4。 上 的 Ze 中 的 核 忆 (cy 
ot 
Bm -jjxe, ROOLACLL 
我 们 来 确定 运算 子 4 的 袍 对 范 数 的 平方, 而 4 是 与 这 核 相应 
汐 [ 工 281 : 
全 ) 一 = 它 | {An Pm) 1 
>|! 站 Kv, i 


-5 jc, or) gn Wiedy| Pidnnls, 


Wh 
入 
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公 最 后 的 和 优 半 外 方程 和 5 于 积分 HB)。 留 膏 [28 中 的 公式 
(255) ,可 得 ; 


| | 'K(w, i (122) 
,| je 上 SS 
ao 


447、 庙 画 数 ”用 六 过 杀 (87) 左边 的 益 过 炽 运算 于 。 现 在 对 于 这 运算 于 
作 器 商 数 全 及 聊 解 式 B= ( 玉 一 2) 不 用 玖 ， 我们 引用 另外 的 栈 数 ,以 排 
把 它 走 更 成 积分 这 算 了 的 形式 ,就 是 鹃 ; 设 , 
当 %<0 时 如 二 二 当 和 >0 时 记 一 二 一 加 而 90 二 0。 (123) 
留 沪 库 是 祈 点 的 ;可知 56 是 在 及 与 xs 可 应 的 轩 育 贸 数 gw《2) 所 提成 的 子 
空间 中 的 授 有 影 运 演 子 。 图 数 /(2) 在 固有 五 数 gx{x) 所 生成 的 一 粹 子 空 闻 中 
的 投影 可 以 才 威 乘积 mez (人 的 形式 ,其 中 他 时 了 (a) 的 停 立时 邓 数 : 


rr 
如 此 在 上 入 一 玲子 宝 间 中 欧 投 影 泛 算 子 是 积分 运算 子 ; 其 檬 是 办 人 殉 人， 
”我 们 可 以 每 成 : 汽 X<0 时 
oO 一 | mY) oy, 
其 中 和 是 就 合乎 x<^ 的 那些 值 来 取 的 , 而 傅 公 速 岳 运 斑 了 的 竹 的 性 贸 可 
. 知 上 面 的 和 只 包括 有 有 穷 多 项 如 此 当 %~0h 运算 于 以 是 积分 运 第 子 , 其 要 是 
8 (zy Y; ?一 ,re 其 中 *<0。 (124) 


留意 公式 (123) 及 在 上 而 关于 所 襄 的 , 可知 当 和 >0 时 外 是 积分 运算 子 ， 
其 模 是 
0 {2, Y; A) = -Dy), 洪 中 %>0， (25) 


其 中 的 和 也 是 只 包括 月 穷 多 项 。 浊 》 既 过 一 加 有 人情 时 ， 这 械 必 有 一 跷 卫 的 改 
变 。 由 公式 (123) 下 接 可 知 当 和 <0 时 A gy 而 当 和 >0 时 级 = 一 9;y 从 而 
可 以 写 研 下 面 形 式 
{十 ( 当 和 和 <0 时 )， 
ee as=+eto y; HI i 
西数 Rf (2) 显然 是 方程 (EK 一 18) (2) = 了 (x) 的 解 ， 池 可 由 公式 {121; 
南 示 ， 其 中 》 应 当 措 成 1， 并 静 ?大 0, 也 不 与 任何 入 相等 。 关于 区 解 式 可 以 
出 公式 | ， 


(126; 
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Bf (a) = a 2 9 


出 性 而 得 出 男 一 个 公式 ， 其 中 砍 分 事实 上 是 依 包 食 运 算 子 的 计 汐 有 穷 区 胆 而 
取 的 。 
扫 甩 所 成 0 依 (123)， 并 相去 其 在 ， 处 的 补充 吴 宕 ， 即 当 过 X=0 时 
!' 等 于 (一 胡可 可 以 把 下 网 公 式 .号 成 下 加 形式 : . 


We jc y; 7 wy| 
Ref 2) = Eire 十 


入 一 了 


a 128) 


,| le 0 lr, gj dd | 
148， 有 界 汉 算 子 现在 洪 积 分 运算 子 (6 是 有 愉 自 共 辊 运算 子 , 我 位 ， 

训 举 出 一 些 关 于 这 种 运算 子 的 灵 画 数 的 车 果 弄 不 加 证 明 。 这 样 的 逃 算 子 的 
慑 可 以 借 满 足 条 件 (1 鲍 的 授 忌 s(z 切 近似 ,这 是 依照 下 面 意义 : : 
| 到 2 | IK (o) | ts Kn(Ty WE DD 
在 正方 形 4 中 歼 源 成 走 。 这 时 关于 接 (xz 9) 的 图 数 ba(zy y; *) 的 极限 
， 是 图 数 9 (x 他 小 ; 这 是 关于 下 (zi y) 的 运算 子 外 的 授 , 证 0 由 公式 (123) 
定义 ， 其 由 多 是 与 具有 榜 政 (x, 几 的 和 运算 守 相 此 的 。 运算 于 的 与 堆 不 同 的 
固有 值 必 然 是 月 穷 秩 的 ;并且 只 能 以 =0 为 凝 点 。 遂 数 

es (Ls Yi Ne) =0 (zy Y; Xe 二 人) 一 (zy Yi ha —0) {129) 
是 在 与 图 有 什 知 相 这 的 国有 国 数 了 空前 中 的 撑 影 二 算 子 的 技 。 这 要 的 形式 
是 

ee (By Ys = De pe Basa 他， 
共 中 pa 是 与 固有 人 )。 相应 的 固有 沈 数 规格 化 正安 租 。 在 点 >==0 处 运算 
子 9% 显然 有 等于 eo 一 卫 的 路 刻 , 共 中 oo 是 在 与 加 有 值 和 一 0 入 12 的 固有 加 数 
所 各 碱 的 于 室 并 中 的 按 影 运算 子 。 如 果 没 有 这 样 的 泗 教 , 那 林 可 以 叫 这 模 伏 
其 的 。 如 果 信 图 数 6(ay 好 入 减 去 共 在 点 % 处 的 路 庶 医 数 ， 那 末 可 得 焉 贾 ， 
数 2tzy #5 分 的 速 丝 部 分 ro 9; 入 5 下 疝 将 现 积 分 运算 竹 模 本 滩 有 固有 画 
数 ;就 是 噶 其 竹 是 纯 束 闭 的 。 
现在 关于 I 中 的 积分 沪 算 子 来 引出 [LL?] 电 一 般 理 注 的 公式 。 衣 w (2) 

是 三 申 的 元 ; 与 上 17] 申 的 由 相应, 使 加 or) 涛 成 于 空间 工  。 这 些 子 究 
” 间 依 [127] 中 的 公式 (15) 是 在 任 党 完全 下 交 租 的 基础 上 作 的 , 显然 可 以 于 于 
典 相 五 正 交 的 因数 wx (四 是 规格 化 的 。 显 然 
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一 


Go 人 | 


(130j 
et 93 Worly) Yorn) 时 X>0。 
把 微分 解 yz 麦 未 成 各 (zy 2?)。 叉 

; oe loyb= lst Nba, ， da 

， 页 如 果 o(o) 及 yl 是 Ls 中 蘑 丙 元, 闭 末 爷 
= ye = a Nd 192) 
he = yi WD = se, DY de G33) 

” 可 以 招 [117] 中 的 公式 C132) 及 (1822) 生成 下 面 形式 ; 
(Ko 和 ak 

fr tdra = RY, (34) 


DD ,pT a gn aha (2) | 
[fx (rs PPD WT rdy 3 必 Ps (135) 


5 a Kd ox Ca) dh Cy 、 Pe 

Lao ya 下 ts:, (138) 
并 市 各 司 NY 是 运算 子 的 界 ,而 公式 (135) 左边 的 积分 寺 当 看 做 是 全 菜 种 次 序 
的 黑 次 积分 。 如 下 (2) 属于 档 性 儿 1 而 在 1 上 积分 (69) 有 意义 那 玉 上面 


的 积分 做 为 重 积 分 是 存在 的 。 [17] 中 其 余 公 式 作 下 面 形 式 : 


p(z) = 3 ND .9 
ff Els, 8) py) dy = > 和 入 Gzzfzy X)y (139} 
_w 
ip (0) = Ge dryte, 内 。 (139) 


在 有 无 穷 多 规 的 宵 形 , 般 数 应 当 依 中 售 收 化 于 左边 的 相应 是 。 
使 分 解 < ) 洪 尽 方程 gy 


~ Pee na na frdsts quo， 
面 如 以 往 一 祥 距 stz oo) 一 0。 区 些 解 的 正 交 性 可 以 由 下 而 公式 袜 示 : 
ams, Nom Dias0 (Hs ,GD 


”在 作 上 水 的 公式 时 可 以 从 任意 一 完 双 正 交 的 微分 解 六 (zy ) 钥 出 发 。 在 下 
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几 闻 中 将 考察 Z 中 积分 解 的 一 些 例 。 了 
149. 很 直 叶 映 像 怕人 条 入 在 开始 才 赛 入 直 叶 也 位 ,这 我 们 以 
后 将 应 用 到 : 


Fl | Oemdz, (142) 
如 果 Fo)E Ta 而 荆 : 是 站 区 量 ( 一 0, 十 ceo) 上 的 , 革 末 由 于 区 阅 
是 无 德 的, #4) 并 不 一 定 亡 在 那 区 池上 是 可 和 的 , 币 积 分 (142) 可 
能 无 意义 。 关 察 由 下 面 的 责 数 组 成 的 线性 戏 上 郎 在 有 穷 多 个 有 
穷 区 前 上 到 定 值 ,而 在 这 些 区 肖 之 外 等 于 等 。 由 [65] 已 知 这 线性 
艇 在 Z2 中 是 到 处 绚 蜜 的 。 对 于 ! 中 任意 两 数 .Po) , 积分 (142) 变 

_ 成 在 有 和 穷 区 间 上 的 积分 , 因而 对 于 一 切 y 信 都 存在 。 我 们 叶 明 这 
时 如 (WD E Ls, 大 且 下 而 车 式 成 立 : 


人 [Fy) "ay= | | Fre) aa， GH3) 
而 在 所 考察 的 情形 中 右边 寺 旁 的 积分 上 下 限 实际 上 变 皮 有 穷 的 。 
取 正 数 多, 可 以 写成 


Pir [eye mde | Fa emass ey, 
而 在 右边 可 以 改变 积分 次 序 , 因 为 事实 上 ,在 一 切 积分 中 积分 限 都 ， 
是 肘 的 ,而 如 果 把 一 切 丙 数 部 狗 丰 其 要 对 值 , 因为 lo=| 一 1, 黑 
次 税务 仍 保持 有 意义 [70] 。 完 成 第 一 均 依 的 积分 可 得 
让 1 和 LE ce ea aaojar。 
(144) 
现在 南明 方 揪 攻 中 的 式 子 做 稻 对 值 为 常数 C 所 界 ,而 0 与 my 及 k 
` 都 无 关 , 并 且 总 式 当 jw>o0 阿 到 处 趋向 于 7 了 2D ,但 在 人 取证 ，+ 
值 的 区 了 阅 的 两 并 除外 。 这 时 在 依 必 的 积 从 中 积 耸 号 下 的 看 数 依 
稳 对 值 不 超过 可 和 丙 数 C1F(z) | , 而 我 们 可 以 在 依 必 的 税 从 号 
下 取 Ar>ce 时 的 禄 限 , 于 是 得 公式 (143)。 以 上 关于 公式 (144) 方 
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括号 中 式 子 所 说 的 ， 只 须 就 1( %) 在 某 一 有 劣 区 隅 fa， 上 等于 某 | 
常数 天 而 在 这 区 调 之 外 等 于 圭 的 情形 冰 明 就 够 了 。 这 时 : 
去 全 Fe 天。 [ Sn ps) gy, 
— go V1 — Ns 


二 Se sintgt, (145) 
W210 


ld 积分 


[学 Sint at 
pr 


依 友 对 值 不 超过 其 一 常数 [IE (152)]， 而 由 此 宕 接 可 知 (145) 对 
于 尾 意 和 及 六 有 界 。 如 果 在 [ge 四 之 外 , 郑 来 ptm 一 站 及 
(Wi 一 四 同 号 且 当 jo0 时 痢 趋 向 于 (十 co) 或 趋向 于 (一 ce) ,而 
式 (14B) 趋 向 于 雾 。 如 果 2 在 [a, 8] 之 内 , 那 末 1(t1 一 0)->+o0， 
而 /ro: 一 念 -一 一 co 而 式 (145) 的 宗 限 是 艺 ， 因 为 

3 开 一 wo 


也 容易 论 明 ,和 如果 办 一 4 或 名 =5, 那 末 式 (145) 的 宗 限 等 于 2。 
如 此 公式 (143) 让 娘子 ,并且 可 知 公式 (142) 在 线性 焦 ! .上 定义 了 
一 个 分配 渤 算 于 ,这 运算 子 不 改变 范 数 。 用 下 ( 力 表示 这 运算 子 ， 
及 在 线性 铬 i 上 [TC(F) 上 -=f。 依 [98] 中 所 说 的 , 汉 算 于 做 ( 了 ) 

,可 以 唯一 地 扩展 济 整 个 Ze 上 去 而 使 范 数 不 超过 工 。 现 在 证 明 等 
武 上 (及 = 4 对 于 嫩 中 的 任意 元 六 也 成 立 。 羽 Fe) 是 五 中 
的 任 意 元 。 存 在 7 中 一 序列 元 户 ( 四 ,使 Po) 一 Fe) ， 而 涩 时 显 
然 了 (fo) 玉 TC)[981]。 闻 来 上 E> 和 [二 >ITC7) 1[941， 
而 另 一 方面 中 一 TCf,) 因 为 有.E5。 由 由 可 知 池 =1 了 (4 
就 是 弹 运 算 子 全 ( 了 ) 在 整个 上 ,上 都 不 改变 范 数 。 

用 和 (AP 焉 示 册 公式 
TW 46) 
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一 


定义 的 定义 于 7 上 的 运算 子 。 与 以 前 一 梯 ， 中 可 以 证 明 丰 1 上 业 
有 和 下， 而 当 把 天 扩展 到 整个 工 。 上 上 尘 这 敌 式 人 仍 成 并 
中 的 定义 , 当 了 (8) EL 时 这 运算 子叶 到 式 (142) 表示 。 
亚 在 证 明 下 而 罕 宽 。 
定理 1. 对 于 站 几 妈 有 究 区 尖 之 外 等 了 和 pu) 
运算 于 了 有) 及 ZX 用 各 由 及 式 (42) 及 (146) 和 示 。 . 
和 如果 工 ; 中 的 Fo) 在 [一 4， 二 ec] 之 外 管 于 零 , 于 末 它 是 语 条 i 
的 , 击 可 以 对 于 任意 98 作画 数 
sw -| "fw)oimd (0147) 
另 一 方面 ，R = 了 我 们 必须 证 明 人 09) 与 也 相抵。 发 
ae) 是 7 中 的 两 数码 ;全 (2) 了) 显然 可 证 oo 在 [一 个 ? 
+Qj 之 外 等 于 和 故 。 Cs 矶 像 : | 
Tf) = Psy) - 全 aereudz。 Gd8) 
由 Jf.(W) 咏 了 1) 及 耽 染 殖 的 有 办 性 可 知 卫 em , 哉 是 脐 : 
je Fs) — P(g) dw»0, 
因此 对 于 任意 有 和 劣 区 周 [一 5, + 四: 


Tron ae 
男 一 方面 ,由 以 47) 及 (人 14S) 关 引用 每 伐 尔 意 不 绒 汉 可 知 


AO A OR A 
.而 因为 疡 (o) -Fa)， 可 知 xD) 在 整个 区 关 ( 一 co， +co) 上 一 
致 收 乱 于 本 ()， 由 此 直接 得 知 

六 GD -Fy) lay»0。 


与 (149) 比较 并 留 癌 53 是 任 辣 的 ， 可 短 F(y) 及 (9) 相 透 ， 于 是 定 
理 鞍 明了 。 对 于 运算 子 六 (fy 定理 的 证 明 完全 一 样 。 ， 


149. 得 立 蔷 次 各 d61 


注 不 难 再 证 明 ， 对 于 和 ,市 几 在 区 并 (一 o0， 一 cc， ce 可 和 的 


识 数 了 了 (2) , 运算 子 了 ( 放 及 下) 各 由 公式 (42) 及 4461 我 示 。 而 人 


帘 了 tr) 是 这 样 的 西数 ,而 (4) 是 在 区 间 [ 一 2， 十 四 上 等 于 (7)， 


而 在 这 区 出 之 外 符 于 等 的 本数. 使 户 (o) 一 Ko)， 因 而 卫 (P) 一 


7(f)。 恢 疲 明了 的 年 理 : 
TU- 


代 想 条 件 ,了 lw) 在 区 并 (一 o0， 十 0) 上 可 和 ， 因而 了 (2)e"w 也 如 
此 ,所 度 光 于 任意 2 
钥 允 (js) 钱 对 于 一 切 Y 趋 册 于 上 写 的 积 女 , 丽 此 外 , 优 上 面 所 襄 
的 ,个 中 值 趋向 于 了 (了 ), 那 末 由 此 可 知 [37] 了 \P 的 确 由 上 而 的 
积分 恬 示 。 | 

”在 上 而 公有 看 到 , 完 义 于 逆 个 Ls 上 的 运算 子 人 (让 及 个 () 不 
改变 范 数 。 现 在 蕙 明 , 人 "全 正 是 不 变 映 像 鼠 。 只 撩 证 及 它 在 线性 
镁 1 上 是 不 变 映 你 ,而 由 于 泛 算 子 的 分 配 性 , 只 须 就 在 有 穷 区 觅 
fe, 友 上 等 于 常数 上 而 在 其 分 等 于 需 的 而 数 folw) 永 外 明 就 够 了 。 
这 时 : 四 

Pf) = Fey) = peer 1 aereaz- 


NG i Cty 


、 天 -se 人 6 
= gw 一 天 
Bor V 了 只 


为 了 作 2 (8 中) , 作 截 而 数 7Y 29)， 使 它 在 区 上 辣 下 一 2， 十 中 上 
等 于 也 ea， 而 在 这 区 尚之 外 等 于 雳 。 于 是 
fh oi otyD" 
(Drop = | 2 edy= 
ee oy pf*sin(d—oy 
-ovat BT -0 wy 


当 w>c 时 ,对 于 酝 辣 。 右 过 有 确 完 竹 限 而 左 动 焦 中 什 站 化 于 
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-一 一 一 -一 :一 一 一 一 -一 


和 (Fe ， 于 是 与 上 面 一 样 ,由 此 可 知 


I (oo)) 一 二 GD)20y 二 天 了 Ee 人 


如 果 as<z<5， 粥 未 右边 两 个 积分 都 等 于 总 。 如果 z<<e 或 z>-8， 
那 玉 其 中 一 个 积分 等 于 可， 而 另 一 等 于 (一 号 )， 如 此 右边 当 


a<X<5 时 等 于 1 而 洛 2<a 或 当 2>>3 时 等 于 等 。 在 z=a 及 
5 一 了 时 ,右边 等 于 :2, 这 无 关 寥 红 ,因为 这 只 是 换 成 相抵 两 数 是 


已 。 如 中 To( 人 一 Pa(o)， 由 此 可 知 卫 呈 一 至 。 击 上 壕 址 禄 


可 知 
定理 2 上 映像 下 是 了 中 的 么 范 映像 , 而 了 是 其 逆 , 并 与 忆 
洪 乾 ， 


吏 在 作 关 于 了 () 的 公式 , 适用 于 整个 王 。 忠 与 以 前 一 样 ， 
万 (a) 在 区 间 [一 w +] 上 竺 于 fo) 击 在 其 外 等于零 。 那 来 
T 了 CD31) ,就 是 覃 当 m yco 时 
| fem TN), 

完全 同样 可 以 写 出 关于 在 整个 了 上 的 映像 7* 的 公式 。 在 下 而 依 ， 
中 值 的 征 限 用 记号 Im 表示 ,于是 所 得 梧 果 可 以 号 戊 下 面 形式 : 

PO =In cr f (om) ede 

(150) 。 
"(=n | fe emie, 


再 举 由 一 个 联系 f(z) 及 也 (一 (J) 的 公式 。 堪 当 0<o<E 时， 


yz) =1, 而 在 这 区 竟 之 外 ee 二 0。 像 廿 数 将 是 
ey 1 
”6W- 


饶 然 么 范 也 像 并 不 改 实 数 积 ， 就 是 更 {了 9) 一 LF， 人， 可 以 写成 
Mew Fl y) 和 


二 0 (1) 


™ 


18、 请 立时 喘 像 368 


而 完婚 同样 ， ne 
[rw | (9 一 一 ss a 
关于 备 立 叶 牙 像 ; 有 折合 翁 式 成 立 ， 骂人 碾 导 【比较 IV; 
701。 器 9 及 j( 人 ) EI。 对 于 任意 实数 2, 9 下 做 为 了 的 本 
数 属 于 工 ,。 定 义 T[g(w 一 办]: 


Tlg(w~ 纺 ] =lm 是 | gy (2—t) ovis = 


a 1 a —ty[2— LT = 
一 ]m ea he 人 


1 std 
iy lm 记 | guerrade, 


就 是 说 ，[y(w 一 俐 ] 二 on 全 * fg( 四 ], 而 留 半 么 范 映 侧 不 收 变 数 
积 , 可 以 写成 : 
se-d7 O04) eI tg)ITT 


PF 


tayy 


其 中 了 一 Da -0 gb) evas; 


最 后 得 


eg (158) 
其 中 (9) =P"[g DY, Ful) =P" (OD; 

对 于 多 变数 西数 的 情形 也 本 以 完全 辣 样 全 菠 明 芒 本 定理 。 小 
时 ,代替 (150) , 么 范 映像 由 下 面 公式 定义 ; 


3 六 一 


= im 可 | 入 f(a pe 


hi (Qor)¥ —m1, 


而 泛 路 像 直 下 而 公式 定义 : 


”464 第 凸 衬 ”项 驯 滞 笠 生 . 当 诅 


Oo 


PF) = | , 

ge | “Fn. ,Wn ) otter td 165) ， 
WD 

夯 到 一 变数 的 情形 , 丕 注意 几 个 关于 情 立 时 呐 像 的 性 买 。 如 果 在 

《150) 的 第 一 式 中 把 > 谢 成 (一 2), 并 与 第 二 式 比 较 ， 留 党 TT*= 了 71 

可 得 了 3f (8) 一 一 2)， 团 样 TP(y) 一 了 (一 让 。 各 果 f(z) 是 偶 


”而 数 , 屠 未 脆 像 (150) 仍 变 出 与 惕 丙 数 相抵 的 国 数 也 (y), 而、 


PY) =m YE) Fe cosmye; 


f (2) =Im NE (wy) eos yay 
这 些 公 式 襟 现 出 在 区 风 (0; ce) 上 的 Lz 中 疯 数 的 么 范 贞 像 。 换 符 
若 玉 上 《这些 渗 算 明 然 都 是 么 范 上 映像) ,在 将 艾 数 的 情形 ,得 到 
下 要 一 对 根 互 为 赣 的 区 间 t0，co) 上 的 友 范 映像 : 


Fly) im y 2 hf sin avdn; 


flo) ~Im Wf zs wydy,. 
项 0， 乘 法 运算 ”现在 考 凉 在 有 穷 区 间 上 和 过 以 自 变 数 的 汝 法 
去 筑 , 和 而 在 区 闫 的 左 端 到 z=0。 如 此 震 察 有 穷 区 问 [90, oj 上 的 空 
间 写 ， 及 驼 自 变 到 《的 运算 | 
AFf ls) —of to) (156) 


， 那 末 47, 5) 一 af(o)9ae, 而 (47， a A 


此 此 渣 出 ，4 是 自 共 回 运 算 子 ， 丽 其 范 数 不 超过 。 如 果 取 7) 

从 在 2=& 的 小 邻 域 中 不 等 于 零 , 那 未 不 难得 知 4 的 范 数 确 等 于 
4 。 在 1 一 1 的 条 件 下 , 二 次 弄 (47, 让 的 界 各 等 于 : m=0， 
必 = 以 。 关于 固有 值 及 加 有 元 的 为 程 成 为 下 面 的 形式 : zf (8) = 
一 Af(w)， 名 (w 一 加 f(z) =0, 出 此 看 出 了 (2) 与 零 机 抵 , 就 是 说 六 


160. _ 夷 法 运算 46 


有 园 容 秆 ,而 游 是 束 点 的 ， 两 衣 式 罗 入 渤 做 下 而 的 有 形式; Rle 人 := 
= 站 一 人。 区 有 和 在 区 剧 f， 可 之 外 ,小 来 再 (JEZes 站 
景 和 证 区 间 [0, 之 中 , 吐 赤 已 7 (4) 大 不 对 于 一 团 f(z) 坊 属于 
上 : 。 这 时 运 息 了 (4 一 A 四 )f (8) = (2 一 和 (8) 把 Te 一 对 -~ 目 现 
像 在 线性 徐 型 , 下 , 而 及 是 出 六 满足 fF 人 0) :一 和) EE 工 : 的 珊 流 
9 8) 二 (2 一 和 7 所 组 成 的 。 闹 倍 谱 确 定 遍 责 烤 6;， 其 中 义 缀 
J [0, oj。 侯 意 . 


DT% 
a 一 rz (a~ — 必 ) 3-HF T2 T2 


.= jin (aretg A-2+T)= 当 X<e ps\ 
二 四 2mi 当 交 人 > 风 


对 于 注 合 元 (sz) 及 0 可 得 [12]; 
pW) im Br | Taf ooo 


‘Tt pn 
一 | f (otaae, 
由 此 得 知 ， | i 
| Co 站 果 :5 i 
好 = - (br ， 
(2) | 0 如果 2&% 7X。 


取 了 (@)=1, 可 得 匆 秀 解 : 当 zs<c 肝 mtz, A) 一 I， 当 了 > 也 
(2 和 一 0。 应 开 公 式 民 L57) 及 [531 中 的 和 性质 开 不 距 笛 寥 与 它 正 
. 变 的 解 不 存在 。 

考 案 苞 一 般 的 自 共 厚 运 算 子 
BIE) =w a) Fy}, (188 

其 中 ate) 是 区 间 [0, a] 上 的 实 信 可 测 宕 异 测 数 。 关 于 固有 什 友 

因 有 元 的 方程 是 作 下 面 形式 : [@(%) 一 种 (2) 一 8。 裔 下 ,是 几 泣 

足 方程 w(2) = 和 的 2 储 集 合 。 如 果 五 , 的 测度 等 于 等 , 屠杀 入 不 

是 固有 值 。 如 果 忌 ; 的 测度 大 于 等 , 屠 未 是 固有 什 , 而 在 集 宫 

， 瑟 , 上 的 任意 完全 正 交 的 本 数组 都 是 与 上 闭 固有 项 相应 的 完 他 


Da 


460 | 第 四 这 项 秆 村 特 符 洒 玖 


固有 簿 数 钥 ， 而 在 天, 之 外 这 些 西 数 应 当 筑 做 等 于 革 。 如 果 对 于 
任意 和 五: 的 测度 等 于 零 , 闭 未 运算 子 (458) 有 纯 i 速 结 斌 。 完 全 与 
(157) 独 似 , 它 的 详 两 数 由 下 面 仅 式 决定 ; 
2 了 (w) 如 果 oo) 所 和， se 
on 0 如果 cfto>h。  ，. 
ee 例如 对 于 属于 某 
有 涛 区 关 4 所 zx 8,(8=1， pp 上 的 工 : 的 画 数 .Fwz， v2 
wx] 可 以 定义 琵 自 次数 or 记 语 师 运 算 子 : 47 一 的 7 站 二 天 地 
在 区 时 cre< 和 .上 有 六 过 粮 诺 ,而 其 药 两 狼 依 下 面 方式 定义 : 
加 了 Pry Ty， Wn) 区 时 所 入 ， . 
EF {RI Wes ~ 0 一 : 0 如果 zp>>%。 (160). . 
回 到 一 变数 的 情形 。 在 无 旁 必 测 上 当 自 实数 的 运算 子 已 区 不 是 有 
界 运 算 子 了 。 我 们 在 将 来 再 状 察 它 。 如 果 取 运算 子 (158) , 而 最 
琐 数 w(w) 在 无 穷 区 类 -有 界 ， 那 末 得 一 有 界线 性 运 筑 子 。 如 此 ， 
取 区 了 间 (一 ce, 十 oo) 上 的 空间 瑟 为 基 硕 , 并 骂 w(z) 是 在 这 区 网 
上 实 秆 可 测 有 界 训 数 。 如 上 距 会 式 (188) 决 定 一 自 甘 量 有 界 运 算 子 。 
如 果 oz) 在 闭 区间 了 一 o0; 十] 中 是 过 续 的 , 那 来 运算 子 的 界 
与 o(o) 的 电大 及 最 小 值 宰 等 。 

151. 人情 从 于 差 的 核 “ 引 用 在 区 因 (一 =，+ ce) 上 的 运算 子 (158), 借助 
吏 像 工 赫 变色 么 范 祖 区 的 运算 子 , 很 容易 作 具 有 侍从 于 姜 的 拥 的 有 界 积分 运 
算 子 ， 

牧人 科 来 指出 这 作法 的 报 概 。 与 (158) 么 范 相 托 的 运算 子 B' 一 T*BT 显然 
由 下 面 公式 张 示 : 

B'f (gy 人 区 | CD ev 人 ty rar joay 
这 里 座 及 宇 以 上 所 ， 我 们 部 用 具有 无 劣 限 的 积分 来 代 痊 lno 骨 ww() 不 只 有 
看 ,而 号 在 这 关 (- o， 十 天 ) 上 可 和 而 工 中 的 也 可 和 ， 可 以 导 换 积分 


.次序 ,得 人 | 
B79-=||[ 译 


[eeve-nay | rae, 


La 
” 这 


151. 从 只 于 状 的 粮 A67 


或 者 ,引入 酌 数 
9 (wu) -二 | (WD eimay =T* [ow (y)] ”der 
后 ;可 以 把 运算 子 她 每 成 下 面 形 式 : 
Ef (2) = 应 |2 (Get) Ct) dt, (162; 


B' 的 入 亢 数 四 公式 避 一 "7 表现 (起 们 在 以 前 已 起 知道 了 ), 其 中 由 是 呈 
的 蔽 画 数 。 如 果 像 在 下 例 中 那样 极 满 足 [14 和 的 条 件 (100) , 就 是 说 
[ls ler<+ ~ (163) 
那 来 公式 (162) 不 仅 适用 于 在 区 并 (一 ,十 ~) 上 可 和 的 测 数 了 (2) , 而 在 到 
个 工 ,上 者 适用。 考察 应 用 上 远程 序 来 作 积 分 运算 于 的 例 。 
1. 琶 
Bf (2) 一 1 Tf (re (164) 
这 运算 子 的 界 是 : w=0, 下 =2 。 对 于 区 间 [0, 2] 中 的 任意 区 方程 2: (1+ 
+29) = 和 至 多 有 两 个 根 , 于 是 运算 子 (164) 有 未 束 炉 工 。 
运 第 子 刀 的 模 几 下 面 公式 定义 jah 130]: 


9 = 
而 
BO ee dy。 165) 
所 得 的 模 满 足 14 人 中 的 条 件 (100) : 


站 eplm= way+ | er-sdy 2 。 


依 (159), 运算 子 (16 和 的 缮 殴 数 可 以 于 样 来 确定 ; 四 Fo 二 Fo 如 果 
2;( 二 X22) 和 yy 面包 了) 一 0 如果 2: 人 Lo2) > 和 %; 就 是 说 
ay- 四 > 


0 如果 jz| <n， 
其 中 4= {23— a) A, 而 | 
Pf (2) =T*E TF (x) = 志 ( 人 + 三] 的 eatjeerd， 
就 是 恰 : Gf hk 
| fF) cm 本] eizyAy o 


t 
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上 学 具有 泡 潍 限 的 广义 积分 碾 当 了 了 解 成 焦 中 信 平 方 趋 近 的 品 义 。 在 最 后 积 
分 中 交换 积 分 次 序 ( 这 交换 的 可 能 往 很 容易 证 明 ) ,并 留 涤 T* 了 = 妨 ; 可 知 


EA A rAd ‘160) 
运算 子 PP 有 钵 汪 线 澡 , 而 友 了 () 当 和 >0 时 依 中 侯 趋 向 于 党 ;就 是 就 
FE = C07 


作 汉 算 子 (165) 的 供 介 解 。 容易 看 出 ， 齐 次 态 程 Bi ( 一 了 (4) 大 不 时 


1a 的 解 ees ar 及 si pz， 就 是 埠 


Fk tae 4 . 
| ET es uu = CO ur; | sl gin sydy = Ns:n up o 
一 中 -oo 


把 两 边 乘 e… - 字 , 而 对 入 从 和 =0 测 入 积分， 闪 尖 六 上 到 = 积分 ; 可 
得 下 面 两 微分 解 : 


人 六 出 和 gj 所 
A1 {Ts A) 一 | Deeus pc 一 一 gp 803 下 eh 
Ji ea 


\Tre “Ire | 


外 和 [ro 

上 。 /THOS LT SID 4T $ 和 
Sy A) | ?TS Rd 二 一 6 一 上 -一 一 ) t 
, 了 \ TT IF } 


这 点 熙 数 语 于 Za， 测 由 华科 的 作法 本 身 就 可 得 逢 它们 满足 讨 六 149: 而 当 
和 一 0 时 变 成 雳 就 是 规 当 s= = 时 交 成 办 。 加 浇 上 堵 于 e-* 是 为 了 有 可 能 从 
zx= o” 起 积分 ， 如 此 得 出 一 直至 》 一 4 带 秋 的 解 。 解 (i68) 滋 基 亲 区 并 (一 ， 


二 sa) 中 焦 过 4) 的 意义 相互 无 疯 ， 因为 共 中 一 个 是 侦 本 数 , 男 一 个 是 奇 贺 闫 。 


等 出 48] 中 的 公式 各 31) 及 (132) 。 由 简 四 的 计算 可 得 


A 一 pa (0 = ou, ， 
而 . gu (2) =[f OF COB ma ‘y) ay, 


了 +car fp 二 一 
m1 = feesin yan reay, 


解 粗 民 63) 为 完 从 性 可 省 公 式 (139) 栈 朋 。 如 果 使 用 公式 《13 入 于 瑟 中 的 实 
， 香 负数 p(z) 攻 在 区 间 -9， 4] 上 等 于 1 而 在 其 外 等 于 需 的 故 数 (2z) , 那 订 之 
过 初等 变换 之 后 可 得 
| ol de= 
6 
二 | . ne | 9 (y) 00 yay 二 G 一 SE) (的 sin ij 


二 


34561， 优 从 于 差 的 楼 469 


这 在 某 些 补 讽 条 件 之 下 就 变 成 在 常 的 傅立叶 公式 。 留 意 解 463) 应 当 借 应 用 
运算 了 于 肥 于 醒 数 zx (zy 2) 上 而 得 出 :就 是 设 将 歼 让 用 于 1: (1 十 3) 及 (1+ 
十 人 2) 上 得 出 , 这 是 很 容易 只 明 的 。 如 果 在 积分 时 泵 加 添 因 子 e- 而 从 x=0 
积分 , 那 未 得 出 简章 的 微分 解 sin ur:z 及 亿 一 cosuz) :zy 这 些 当 和 各 0 时 其 
法 意义 ;而 其 范 数 当 %->0 时 无 限 地 培 大 。 

考 宏 映像 (1462) 的 一 般 请 形 ， 恕 9 (多 是 满足 条 件 (163) 的 实 箱 偶 柄 数 。 
这 时 运算 子 (162) 人 Za 上 ， 工 日 是 有 界 摧 共 地 运 筑 于 。 可 以 作 


本 人 = = 将 | gw etiuay; F(t) = 充 j= peruau, (160) 


而 eol<< 志 站 “golau 


就 是 谣 Gi, (6) 是 有 界 画 数 ,而 FL() € La, G4(D Pa(9 ea 。 可 以 三 明 在 这 表 
形 公 式 (153) 成 立 ; 这 可 以 写成 下 面 形 式 : 
_ 1 Me 
P(x) = 2 2 (FF {A= pe (FY te tat 
=T[Q Ft), 
由 此 可 知 Ga(D) Frx 0) =Tr[e(z) ;并 留 潭 公式 Q09) 中 的 第 二 个 , 可 以 署 出 
运算 子 G652) 与 乘 有 界 机 数 人 H(t) 的 鞍 筑 子 么 范 相 括 。 
举 册 一 类 授 ， 可 以 化 为 傅 从 于 差 的 插 。 如 区 并 (0，。) 上 的 实 对 称 稻 
站 (zs 力 ， 是 负 -- 厅 的 齐 次 画 数 。 如 果 在 具有 这 样 的 桥 的 积分 运算 子 
op 四 一 人 下 人 DFW (170) 
中 代替 = 及 y 引 入 新 的 自 变 禾 == ee) y 一 et 而 代替 国 数 (ce) 及 了 (y) 引入 
新 材 数 mm(s) = ep(en) 及 方 昌 一 歧 r(eb， 那 未 可 得 积分 运算 子 
ml =| Es, HA 


其 模 依 从 于 |s 一 让。 事实 上， 依 并 次 竹下 (x) 切 =2-1K(1, 世 ), 而 全 KK， 
4) =m(?)y 可 以 写成 ; 全 


下 1(Sy t) 0 ee = 和 "2 wet-s), 
依 到 (zx， 切 的 对 称 性 ,上 式 是 1 一 s 的 得 西数。 留意 心 =dr:z, 可 以 看 出 在 上 
述 的 变数 代 岳 之 下 在 区 间 (0， co) 上 的 阔 数 空 池 .Za 变 到 区 间 ( 一 -<，+ co) 上 
的 西数 空间 了 巧 。 可 以 借 下 面 的 简单 定 至 直接 定 册 运算 于 (70) 的 范 数 : 
定理 ”如果 区 (x; 幼 是 非 负 的 ; (一 1 次 济 次 的 ;而 


y 
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fr, Dr a= Fa Dy Way ky GD 
涵 末 . 
1 一: 六 er 0zcpgGDae ay| tf hgh, 472) 


留 章 由 于 插 的 齐 次 性 , 公式 (17b 的 积分 相等 。 把 积分 号 下 的 图 数 守 成 
形式 了 (2) VE(S)igw VE(Z), ee 
“YANMEB, 而 
4 ob [fr ce, » (Ss)iavle=aish, : 
完全 间 样 台 =bjgl?, 由 此 得 (17 芭 。 由 (272) 可 得 具有 极 玉 fo, 妇 的 运 策 子 
的 范 数 不 超过 。 特别 是 如 果 开 (zx， 办 一 Le+); 使 


| ay llsie 
完成 上 述 的 变 教 代 换 , 可 以 证 明 具 有 檬 1: tc 十 急 的 运算 子 在 区 天 [0, z] .上 
有 流入 胖 。 

1652， 守 于 Ls,» 可 以 著 出 以 工 ,中 的 丽 数 来 实现 希 勒 柏 灶 从 
”时 的 更 一 般 表现 。 山 如 是 只 空间 中 茶 一 可 测 集 合 ,而 是 6 .上 
可 测 并 在 方 可 和 的 画 数 所 粗 夏 的 空间 , 而 关于 淹 度 可 以 取 勒 员 格 
测度 或 是 某 另 一 个 正 帝 的 集合 画 数 。 在 后 一 赃 消 将 有 勤 尽 格 -斯 
提 勤 玉 产 各 分 。 守 义 空间 Ln 和 如下。Lzns 中 的 元 乃 是 I 中 的 名 
个 函数 所 成 的 序列 ;( f1， fs， … fm) ,其 中 fi.E 工 ， ET, 2 
%) 。 才 元 力 是 其 中 每 个 fr 与 孝 相 抵 的 元 。 用 闫 数 相 线 及 加 法 俘 肖 
然 地 定 半 如下:. 

Cj ja 一 (Fe 
{fiy fay oj) 十 (9 ga eg) 一 
= (ft 9g fa 十 狼 ，… fg 

而 数 各 由 下 辐 仅 式 定义 : 


es WD | FB ts ne) do, 


156，1s 中 的 共生 人 


六 中 GO 在 勒 员 祝 积 分 的 情形 是 加 ， 中 的 体积 元 琉 , 而 在 勒 只 格 - i 
流 惑 态 斯 积 轨 的 情形 是 正常 夯 数 的 微分 。 绽 易 证 国 Lo,m 是 可 分 
的 若 勤 相 特 容 漳 的 表现 。 Fasw 中 的 厂 性 运 贷 子 y= 4s 与 厂 中 
m3 个 线性 运算 子 4 一 1 2 0) 岗 数 ， 丽 Y 的 分 量 册 2 
的 分 量 表示 如 下 ?: 
g= Aiefse 
上面 希 勤 柏 畦 容 电 的 表现 万 是 由 已 知 的 项 葵 梢 时空 于 Hi,， HH;， 
五 。 作 涛 苗 柏 蛙 空 间 五 的 抽 篆 作法 的 特例 。 衬 入 五 中 的 区 并 
及 是 指 元 序列 〈oa mo Em) ， 其 中 避 马 及 ;,。 雹 2 时 做 悖 ,是 指 
每 个 是 天 ps (Y= 二， 2，…; WwW) 中 的 堵 元 。 乳 以 数 及 元 的 相 加 两 
运算 定义 如 下 : , 
好 (01 Wo, **", Wa) Sr (ua, a Ta) 、 
ys Tay ey ian) Yi Yer Din) = 
: 一 24 十 Wi Cat Ya ”3 Dre Yn) ， 
而 数 各 定义 如下 : 
Ce, 办 = 3 《ozy Ykp)o ， 
牙 3、 工 , 中 的 忱 欢 敏 ”人 恢 弱 妆 笋 的 一 般 定 义 ， 工 s 中 的 本 数 序 
到 .2) 东 慌 弱 必 分 于 岁数 Jo ,是 指 对 于 Ks 中 的 任意 醒 数 
J tw), 
: tm flw) ge do=| fiw glo)dom, 3) 
列 范 数 | jp 二 罗 其 中 数 ! 与 4 无关 。 转 别 是 对 于 在 [4, 3] 中 任意 
-这 穷 区 测 4 上 等 于 工 和 而 罕 4 之 外 等 等 于 零 的 画 洲 gt2) ，(178) 上 候 
灾 当 满足 ,就 是 说 应 当 有 ; 
ll fede=| Jam。 4 
现在 坛 明 ， 反之 ， 如 果 公 式 (174 和 对 于 任意 有 筋 区 拍 4 满足 ， 济 术 
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肥 式 (173) 对 于 中 任意 而 数 9() 必 注 是。 由 公式 (7 信 可 知 各 
娄 诬 ge) 换 成 任意 一 个 在 有 劣 多 个 有 穷 区 内 4x(%h=I,， 2，…, m) 
之 外 等 于 堆 ， 而 在 每 一 个 ds 上 等 于 常数 w 的 画 数 w(z)， 到 式 
(IT73) 也 正光 。 现 在 取 Ls 中 任意 夯 数 g(w), 并 写 出 于 面 显然 的 等 
式 : 
| creo -#0) g(a = 
=). 0 -DIT ods+f (0) -f(te) ae, 

由 此 ,留意 衍 伐 尔 北 不 等 式 ,可 以 写成 


I EN 


xy | 9 一 otz) |2dz + fF [LF(2) ~ fF (8) ofz) dr | ， 
就 是 
|f [ fz) -fo)1g (ogo| < 


SFr hg ott|) FO) /ol0)1ole)dz | 


捍 : 


由 LF (2) -ela < 


S(TDIg -olt | LF) foolo(0)gs | (178) 


性 8 是 预定 的 正 数 。 可 以 取 责 数 w(x) , 使 不 等 式 上 yg 一 oj <s 注 

是 [6fH。 又 因为 当 把 g(x) 换 成 o(z) 时 公式 (173) 是 正确 的 ， 所 

以 存在 一 数 六 : 使 公式 (175) 右边 第 二 项 当 wn 汪 术 时 去 sj 出 这 公 
. 式 可 得 不 等 式 


发- 关 gaz|<(P71+IHDe 当 n> 允 时 成 应 ， 


158、Ls 由 的 姐 收 竹 Ev 


Oo 


由 此 , 秘 然 。 是 尾 莹 的 , 可 知 左边 的 积分 当 % 墙 大 时 趋向 于 鞍 , 就 
， 是 说 公式 人 178) 是 正确 的 。 巾 .上 曾 的 推理 可 知 牺 件 (173) 可 以 换 成 

同 效 的 条 件 (174) , 后 洪 应 对 于 任意 有 劣 区 间 4 者 满足 。 如 果 基 

本 区 间 的 左 诺 是 有 筋 的 , 那 未 条件 (173) 可 以 换 成 条 件 

tim | f(a| Fa, 

这 应 当 对 于 [a, 好 中 任意 * 季 满足。 取 - 和 用 ;四 的 例 。 画 数 

cogsnz (n=0,1, 2, …) 骤 于 任意 有 穷 区 漳 [a, 51 -上 的 La 而 

leos nmzj] 过 六 一 C， . 


. in Nw 一 避 
| C09 nt HE = 0, 
f 


”就 是 如 cosng 弱 收 伊 于 需 。 如 果 在 有 穷 或 无 穷 区 并 [4, 5] 上 有 规 
格 化 正 交 组 pe， 那 末 19pw(c)| 一 1 
“= ge) p(s)de>0, 
对 于 五 中 的 任意 9(2) 成 立 ,因为 嗜 顶 16.1” 之 和 是 收 伊 报 数 , 就 
是 驶 p,(z) 能 收 伍 于 雾 。 

如 时 f.(2) 能 收 笋 于 f(z) ， 那 末 由 此 还 不 能 知道 f(z?) 将 至 
收 敏 于 7(z), 而 反之 ， 由 将 通 收 伊 也 还 不 能 得 知 骨 收 合 。 但 如 集 
知道 f,(2) 能 收 敏 于 Fo) , 且 又 将 源 收 合 于 也 (z)， 于 未 可 以 证 明 、 
flw) 及 了 (zw) 在 [4,5] 上 和 相抵。 证 明 与 强 收 化 的 相似 命题 一 样 ， 
强 收 全 就 是 操 依 中 值 收 仇 , 见 [671。 

现在 加 到 [80] 中 辅助 定理 的 证明 ，, 其 中 所 论 的 是 实 值 鲁 数 。 
由 条 件 - 


{ssp)mae) 4 
可 知 画 数 集 合 psa 了 P) 依 范 数 为 数 v 4 所 界 ,所 以 由 序列 pn( 了 ) 可 
以 选取 一 部 分 序列 pu(P) , 屏 收 化 于 某 一 丽 数 o(P) [1271， 就 是 
训 (76) 成 立 。 仅 式 (76;) 直接 由 [1271 中 所 壕 得 出 。 
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s 3. 无界 运算 子 


154、 基本 概念 ”我 们 考察 分 配 无 界 运算 子 。 这 种 运算 子 的 
特性 不 仅 在 于 它 的 无 界 狂 ,就 是 流 没 有 有 穷 的 范 数 , 而 且 它 们 可 角 
着 不 定义 于 整个 吾 上 ,而 只 定义 于 某 线 性 从 上 。 在 共 上 演 迁 党 子 
有 定义 的 痿 狂 繁 通常 星 在 豆 中 到 处 移 害 的 。 兰 先 我 们 斌 完 无 界 的 
自 共 罗 运 算 子 ,它们 是 有 界 自 共 亏 运算 子 的 很 自然 的 惟 )。 宇 科 
的 特性 乃 是 有 确定 的 庙 瑞 财 5.。 只 不 过 项 界 自 共 祁 臣 第 衬 的 名 
着 不 在 % 辐 半 的 有 劣 绕 展 上 上 变化 ,如 在 有 异 自 共 辊 运算 子 的 情形 
那样 而 是 在 整个 朝 上 变化 。 在 蒋 有 界 及 无 界 的 一 角 自 兴 鲍 运算 
子 的 理论 之 前 ,应 当 介绍 一 潍 列 的 新 委 念 ,这 些 在 下 面 起 着 很 基本 
的 作用 , 问 时 闪 应 证 明 某 些 简单 的 命题 。 

首先 注意 , 如 果 了 是 在 妃 中 到 处 稠 赛 的 阁 性 钱 , 而 元 * 与 
焉 奖 , 那 末 > 是 肘 元 。 事 实 上 ,器 当 zEz 肝 to, 人 =0, 地 及 Y 是 百 
”中 任意 元 。 瞩 然 ”是 在 吾 中 到 处 稠密 的 ， 必 在 7 中 存在 一 序列 元 
2 ， 使 oo= 冰 。 依 : 的 性 质 有 (zs 区 =0, 而 取笑 限 可 知 (9, 沪 一 0， 
就 是 吝 z 与 五 中 任意 元 正 交 , 特别 是 与 它 自己 也 正 交 ,就 是 
(2, 四 一 Jz 和 0， 因此 2z~0 如 果 ! 不 漳 处 移 密 , 泼 来 显然 存在 
与 1 正 交 的 元 x。 在 下 面 , 在 其 上 定义 半分 配 运 算 子 C 的 粮 性 繁 
事 示 成 (Cn , 而 凡 运 算 子 都 没 做 分 配 的 。 

裔 运算 子 4 定义 于 炉 人 性 徐 1(4) 上, 而 KJ 在 豆 中 到 处 稳 客 。 
作 (4z, 轨 ， 其 中 zEI(d)，g%g 是 总 中 任意 元 。 存 在 一 元 9y, 使 
(hz, 妨 对 于 性 4) 中 任 症 元 4 都 可 以 下 示 克 下 重 形 式 : 

(4z 力 一 (oo ) (wENA)), (1) 
其 中 入 者 示 吾 中 的 某 元 。 例 如 配 9=0, 期 (4w, 0) = (zy 0) 对 于 
!4) 中 任意 元 成立 。 如 果 对 于 某 y 亚 现 式 (1 ) 可 能 ， 那 末 在 这 
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式 中 六 是 肉 一 的 。 事 实 上 ,如 办 对 于 其 一 9 有 (do 内 = (2 全 )， 
又 有 (hw, 仍 = (8 绞 , 这 两 式 对 于 &d) 中 一 切 2 成立, 那 末 相 焉 
可 得 4, 网 一 久 ) 二 0, 因而 久 一 包 与 硬性 位 14) 下 交 , 所 以 多:= 

一 名 。 凡 使 (4p, 妨 可 以 束 示 记 (1) 这 种 形式 的 元 9 的 集合 显然 
是 一 线性 红壤 , 而 在 这 烧 性 比 上 定义 了 一 个 妇 配 运算 子 , 把 9 变 

换 成 多 。 这 运算 衬 时 做 与 4 共 辐 的 , 用 记号 4 讨 示 ,于 中 = 
二 4, 而 六 是 1(4A) ,到 式 (1 ) 变 威 下 疯 洪 式 : 

(dv, PD =e AY) (wsEIA); yEUAY)), (3) 

现在 介绍 阴 运 算 子 的 浆 念 。 汉 算 子 B 时 做 轴 的 , 是 指 它 满足 下 列 

条 件 : 如 果 老 任意 属于 TB) 中 的 元 序列 m， 并 存在 极限 元 z= 

及 .Bo ， 那 末 人 全 太 百 ) ; 县 Bo 一 好 。 

“不 难 定 盟 4* 永远 是 朋 运 算 子 。 事实 上 , 设 轧 E1(4”) ,入 
及 。 依 和 的 定义 : (dz om) = (9 Ayw}, 污 中 
2E2(4), 取 村 限 , 得 : (42; 切 =《w; ,由 此 依 小 的 定义 ,可 
知 YEI49， 谭 多 = 4"y， 功 是 漳 4* 确 是 朋 运 算 子 。 

.现在 介 招 对 称 运算 子 的 概念 。 s 

.定义 工 _ 运算 于 4 吓人 短 对 称 的 ,是 指 有 

(hz, 内 = 人 AWN) (wEUA); yELA)) (C3) 

对 于 i 从中 任意 < 及 % 成 立 。 

将 与 谱 前 一 样 , 发 K4) 在 妃 中 到 处 稠密 。 由 人 8 ) 可 知 凡 峙 
于 开 4) 的 9 也 居于 开 A*)，, 而 对 于 一 证 如 比 的 加 dg 一 4 、 沉 
名 话说 , 线性 能 14) 包括 了 炉 性 答 1C4J， 而 对 于 84) 中 的 一 切 
元 , 汉 自 子 涉 与 4 相等 。 如 此 ,线性 并 47) 可 能 较 2.4) 实 广 ,再 

.能 与 KL) 相等 。 在 后 者 的 情形 中 对 称 运 算 季 4 中 做 自 共 地 的 , 就 
是 洽 : 人 

定义 2、 定义 于 硅 互 中 到 处 稠 害 的 线性 驻 K4) 上 的 运算 子 4 

时 做 自 共 元 的 : 虹 指 54 与 TD 重合 ,而 对 可 凡 EC Ay= 
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一 4 , 

由 上 面 定义 直接 可 知 凡 自 其 塌 运 算 子 必 是 对 称 的 与 阴 的 运算 
子 。 下 面 将 会 看 出 ,有 定义 于 在 五 中 到 处 秀 密 的 弹 狂 短 Kd) 上 的 
对 称 运算 子 4, 并 不 是 自 共 屯 的 。 这 时 K4") 一 定 较 K4) 宽广 ， 
而 对 于 凡 以 4) 中 的 y， 4A*y= 49 

定义 8。 运算 子叶 做 运算 子 4 的 扩展 ,是 指 1(B) 较 1(4) 实 
广 ( 就 是 说 它 包 含 几 1(4) 中 的 元 ,也 包含 某 些 其 他 元 ) ,而 By 一 49 
对 于 几 区 相 中 的 成 立 。 

留意 这 定义 与 以 前 所 苏 过 的 ;可知 如 果 4 是 对 称 的 ,但 不 是 自 
共 地 运 算 子 ,其 相应 线性 入 是 !(4) , 在 五 中 到 处 稠密 , 那 未 4” 是 
4 的 扩展 。 但 这 时 4* 并 不 一 定 是 对 称 运算 子 了 。 下 面 将 研究 扩 
展 对 称 运 算 子 仍 得 对 称 运算 子 的 可 能 性 问题 ,特别 是 扩展 对称 运 
算 李 得 出 自 浴 未 运算 子 的 可 能 性 问题 。 

和 如果 运算 子 厂 与 4 重合 , 或 是 4 的 扩展 , 我 们 写成 4GB, 测 
和 如果 BB 是 4 的 严格 扩展 , 那 末 我 们 写成 4C 召 。 

定理 工 。 如 果 著 狂 繁 1 4) 与 KB) 在 吾 中 到 处 组 宕 ,而 4SB， 
那 未 B* 忆 4*， 

子 空间 1(B') 是 由 几 对 于 2(B) 中 性 意 元 z 满足 等 式 (Bw, 9) = 
=(z, 9') 的 元 # 租 成 的 ,而 y*=B'y。 同 样 等 式 ( 了 工 ) 定 义 14*)。 
但 斌 然 4 生 B, 出 对 于 凡 ZE1(B) , (Bs, 四 = (%, 0), 可 得 {As, 
办 一 (2, 久 ) 对 于 几 wE1(4) 成 立 , 就 是 说 如 果 yE1(B"), 郑 末 
YE14'), 而 B'y 一 A"y~y', 这 正 意 味 着 B"S 4 。 

设 4 是 与 粮 狂 簇 1(4) 相 应 的 对 称 运算 子 , 面 1(4) 在 五 中 到 处 
稠密 。 这 时 ?4") 在 互 中 更 加 是 到 处 稠密 的 ;于 是 我 们 可 以 作 与 
4* 共 韩 的 运算 子 4**。 

定理 2， 如 果 4 是 与 线性 灸 8K47 相 应 的 对 称 运算 子 , 而 1Cd) 
在 互 中 到 处 稳 密 , 嘟 未 4G A**C 4* 。 


1 


3 
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我 们 台 看 出 ，4E 少 ， 而 由 此 , 傅 定 理 1, 可 知 4*S4* 。 末 
性 秘 14”) 中 的 元 2 出 竹 式 (4 8) 一 (人 人) 定义 ,所 这 式 对 于 
及 yEL4") 成 立 , 而 愉 = dr。 如 果 2EBK4)， 尾 林 依 (2 ), 当 
发 迪 =- de 时 上 面 其 式 满足 ,由 此 可 知 4 忆 4**, 于 是 完 理 证 明了 ，， 

定理 3， 和 如 时 4 满足 上 而 的 条 件 , 导 林 4" 是 对 称 的 骨 运 算 
子 ,而 (4**)*=4*。 

和 如果 2E1 CD， vel(4"), 兰 来 (dz, = (2，4""9) ,就 
是 

(A"y, 2 do (gElA); yELUA")), (4) 

因为 4*4*, 这 笑 式 当 wE1(4**) 时 更 是 正确 的 , 面 如 果 2 及 yy 
都 E24") ，(4"*9, 9) 一 (4g) ,从 丽 证 明了 4 的 对 称 性 。 
. 它 是 阴 的 , 因为 几 共 辊 运算 子 都 是 阅 的 。 最 后 , 由 (4 ) 可 知 , 如 某 


和 EA'), 屠 来 ZELA"*), 而 4 人 二 4477 就 是 说 ， A A 


另 一 方面 , 由 4S 4 及 定理 1 可 知 (4")*S4" 。 与 前 面 关 于 
4"“ 的 烙 瀹 糙 合 ,可 知 (4*")* 二 4"。 | 

在 下 几 节 中 ， 我 们 将 研究 自 共 李 运算 子 。 注意 ,如 果 4 是 由 站 

加 运算 子 ， 而 “ 是 实数 , 那 来 由 定义 2 可 知 c4 是 自 共 塌 运算 子 ， 

” 定义 于 1(4) 上 。 同 样 , 如 轨 4 是 自 共 地 运算 子 ， 厂 召 是 有 界 自 共 ， 
加 运算 子 〈 定 义 于 整个 本 上 ) , 那 末 由 等 式 (4 十 本 一 4 十 Bo 完 
义 于 1(4) 上 的 运算 子 4 十 召 是 自 共 地 运算 子 。 事 实 上 ， 如果 对 于 
及 1(4) 中 的 mo (dz+Boo = (oo)， 屠 末 , 饭 然 (Be 力 = 
一 (zBy) ;可知 (4w, 阴 = (ew,Y 一 By) ,而 由 4 的 自 共 址 性 可 和 
YEU4) ,而 做 一 By=A4y, 就 是 讽 Y'=(4+B)y, 这 正 是 所 要 证 ， 
的 。 可 以 证 明和 如 采 与 自 共 杨 的 4 相 放 的 1(4) 与 豆 重 合 , 著 末 4 是 
有 和 界 运 算 子 。 St 

185， 自 共 帕 运算 子 ”将 与 [408] 二 
作 扬 提 盟 杰 斯 积分 。 所 误 主 单位 区 分 解 ,是 指 一 族 投影 运算 子 2， 
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这 族 估 从 于 区 册 《一 oo 十 oo) 上 的 实 贿 数 *， 并 且 满 足下 面 雍 条 
件 :(1) 如 果 记 > 入 , 那 来 加, 二; (32) 当 和 > 一 co 了 时, 业 向 于 替 运 
算 子 ,而 当 和 > 十 co 时 2 让 8; (3 )& 是 右 速 秆 的 ,就 是 险 , 当 和 -y 
-> 二 0 了 时 ,BryGs。 这 时 当 和 <z 侍 品 包 一 名 一 肿 ， 而 如 果 
4 是 区 蔽 (a, 8), 逆 末 分 AE， 一 G4 一 Zs, 而 与 以 前 一 样 ， 

dG md ds, (7 

(4 及 4" 并 泡 候 共 内 点 )， 

ME A GB = do (65,) 

(四 是 了 及 如 的 公共 部 分 )。 

敲 6 是 区 出 (一 co, 十 co 的 某 耸 解 : 
A 


而 诸 差 一 Mx(b=0, 士 1， -2，…)》 的 上 界 ws 是 有 旁 的 ， 作 无 


穷 和 | 
了 和 dB 一 bp 六 (6 Oo, i 《6) 
其 中 入 -4 入 外科 Mk 而 允 是 正中 的 一 元 。 依 ( 扩 ) ,， 这 和 是 内 相互 王 


。。” 变 的 元 组 成 的 ,而 这 和 收 各 的 必要 且 充 分 的 条 件 乃 是 下 而 航 数 收 
仇 [95] : 


MX2] do 一 Nsjen, ~ (7) 
这 和 杂 数 正 是 与 积分 
上 Maim, o) -| ajo (8) 


相应 的 和 ca， 市 我 们 知道 [5] 如 果 对 于 某 分 解 8 发 菜 些 选择 的 入 
般 数 (7 ) 收 铬 , 那 末 定 对 于 一 切 分 解 及 一 切 选 择 欠 的 方法 都 收 
化 。 芝 时 当 os 一 0 时 和 (7 ) 的 极限 等 于 积分 (8 ) , 而 这 积分 做 为 
广义 积分 的 存在 与 和 (7 ) 的 收 做 同 效 。 如 此 , 我们 有 权 去 考察 对 
于 使 航 数 (7 ) 收 做 的 元 % 的 相应 各 (6) ,而 对 于 这 些 c; 积 从 (8 ) 


= 


一 > 
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诊 有 迄 信 , 拒 这 些 4 所 将 成 的 集 合 波 咸 1。 六 总 A.5 Cm 
dem tA dd pe 
ElyED 了 术 wySL 下 人 民办 加 于 CLT 而 是 复数 , 产 
天 :ae 后 信息 次 了 愉 蒂 ， We :于 出 
兴 的 子 空间 ,于 林 并 让 神明 所 与 hej 一 衣 瑟 和 … 4 相应 的 项 都 等 
于 等 : 就 是 褒 , 2 届 于 !。 曾 意 当 a>-o0 及 BT+co 有 时 os- 
一 如 > 至 ; 可 以 菇 褒 线 必修 ! 在 开 中 到 处 再 密 、 此 外 ,， 如 果 “EL 

团 未 与 在 [108] 中 巡 四 一 村 | 可 以 证 胃 当 w,-?0 轩 诸 和 《6) 翁 在 户 - 
中 驳 仇 的 准 义 有 确定 的 我 限 。 这 种 区 很 自然 地 才 成 斯 提 惑 术 斯 和 、 
分 的 形式 ,而 它 在 弹性 铂 ! 上 完 义 - ` 个 苍 配 运算 子 Le: 

4z- 全 yatio。 (9) 


如 记 衣 一样, 用 以 4) 玫 和 性 伐 1。 提 本 一下, 它 由 几 候 积 稻 (9 ) 有 
可 纺 秆 的 范 % 遍 这 。 取 和 和 (6) 与 其 本 身 乓 数 积 , 并 六 营 (582), 取 
枢 限 ;可 每 


{lesb ldo] El)， a0) 
而 这 积分 共 当 os->0 叶 和 (7) 的 极限 ， 或 者 它 也 可 以 了 解 成 只 有 
庆 当 限 的 广义 儿 分 。 取 (6 ) 与 全 间 元 了 的 数 积 ,并 让 术 限 ,可 得 双 
线性 泛 所 揭 袁 现 式 : 


Co ={ Ge) welMyED, UD 


而 上 面 的 积分 是 当 >0 时 相应 和 ca 的 权限 值 。 如 果 把 y 换 成 
(0 A Sa) Ys 潜 末 优 (62), 可 得 


(de, (Os EW = Mm, 9), 
而 取 o-> 一 so 及 -> 上 co 时 的 概 限 :可 得 
(he = im | Mt， 多， GD) 
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就 是 说 积分 位 候 可 以 了 入 碾 本 常 的 广义 斯 提 勤 杰 其 积 共 ,而 (x， 
EAE EE 时 

甸 赎 无 效 区 则 (一 oo 十 00) 使 不 辣 图 类 15.8? 的 测度 有 穷 ， 
而 积分 《8) 可 以 做 汶 无 界 莫 自卫 并 和 在 有 级 测 乌 集合 上 的 勒 只 
和 格 -斯 提 勒 杰 斯 积分 消 待 。 | 

虎 * 是 五 的 证 意 苑 。 这 时 (Go 一 6OD)w 周 于 (G4 一 6 投影 出 
六 的 懂 个 子 宏 浊 ,而 在 上 而 已 锅 河 出 , 自 此 可 知 对 于 恬 舍 选 称 仙 元 " 
2 (Gg 一 60)wE2(4)。 伯 关 汪 元 Ow 不 船 伯 这 样 的 知 论 ;不 过 车 
2E1(4) ,就 是 这 , 怕 般 数 (7) 收 菩 ， 末末 四 于 416,(6,2)4| 一 . 
一 194x6el 449s 当 洛 4 成 uw 时 航 数 (7) 仍 玫 竹 ,就 是 
”法 ,如 果 %SU4), 于 来 对 于 证 总 &， Co2EI 和。 证 4EU 有 ,在 
和 (6 ) 中 把 z 称 成 Eee， 状 取 挛 侨 为 一 个 画册 点 (xy)。 尖 是 
几 训 =p 的 项 朝 变 成 站 震 元 ,而 凡 As 时 识 斋 水 改变 ,所 档 限 得 


A402=| MGsw 。 (12) 


上 面 的 积分 是 当 分 解 区 间 ( 一 co, 为 部 从 而 作 的 和 (6 ) 的 极限 。 
男 一 力 面 ,如 果 把 运算 子 人 用 在 和 ( 6) 上 , 饶 然 9 是 有 鼻 的 ,从 
而 是 速 入 的 ， 亚 未 主 上 而 关于 和 中 沙 项 所 没 的 仍然 应 立 , 亨 当 
ws 0 时 到 宝 限 , 注 窟 9 的 违 德 性 ,得 


,At | ”ab (WEIA)); (2 


与 (1 比较 ,可 以 二 成 
| SaAr=AG,e (人 EMKd))。 ， 03) 
局 样 ,对 于 任意 ,可 得 


A[(Ss ~— SE -| ew (zsEH), {14) 
如 果 gEUA4) ， 那 末 直 (12 可 知 : 
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一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 一 ----- EP 一 -- ~---,- 一 -一 


(oneo)4z= ME (rEUA)), cdo 


于 是 全 -co 8->+oo， 可 得 
『 XdaCsene dz， 5 


”就 是 吸 , 积 分 (9 )1 与 ( 8) 一样, 也 可 以 看 成 广义 积分 。 出 - FE 而 许 盈 
式 枯 楼 可 知 : 


(4 YW) = (Es dn, a MGps 及 (wELA); yEU), 
(163" 
(46-60 WD = Mo, y) (rEH;yEL), (ies 


如 果 不 仅 e, 而 且 gy 也 属于 .4), 那 来 把 和 (7 ) 应 用 开元 9 着 取 
它 与 zt 在 左边 ) 的 数 税 , 可 得 


(1 4 一 ay exo)。 


与 人力 比 较 , 状 留 涤 人 2 名 级 二 (B28) 从 可 得 (4z， 幼 一 4， 
就 是 洛 ，4 是 对 称 运 算 子 。 现 在 证 明 ，4 基 由 基地 运 算 子 ,. 为 紫 ， 
只 人 须 设 明和 如 果 2E1(4*), 那 末 4E1(4)。 裔 5 是 区 更 ( 一 co， +o0) 
的 革 一 分 解 ， 而 P; 是 由 投影 运算 子 cj 一 Gy， 定义 的 空 六 。 EA 
果 wEP, 那 末 在 庙 和 (6) 及 (7) 中 , 凡 5> 了 -1 及 8 所 一 7 的 蜂 
项 等 于 堆 , 而 4E1(4) ,又 当 j-+1>8> 一 册 由 投影 运 个 子 4 加 
定义 的 子 实 章 在 PP; 中 ,从 丽 和 (6 ) 及 其 极限 4% 峪 十 也 ,。 由 此 FT 
知 42E1(4) ,而 AwEP;。 衣 xE1(4”), 证明 zE71(4)。 稳 罗 是 
z 在 PP; 中 的 投影 , 使 如 E71(4) ,因此 :如 ELCA4")。 这 时 元 (2 一 2 也 
属于 1(4”)，, 提 与 忆 正 交 。 依 4 的 定义 我 们 有 : (43%, zx 一 2) =- 
一 (hz, 4*(z 一 ))。 但 425E 了 Pi， 而 6 一 为 与 Pi 正 变 ,所 以 
(ds, A* (2—2)) =0。 
留 交 显 然 揭 等 式 
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(dz, A ta (z—2) ,A(z— A 22 十 
dd 
及 上 亲 共 起 ,应 及 dei 4 可 得 
44 = 4 (17) 


由 此 IAs A’zl?, 
考察 当 w= 久 时 了 的 和 (7)。 革 中 几 Bj- 上 1 及 4 所 一 j 的 项 部 等 寺 
霖 , 而 依 (52) ,甘于 其 他 部 项; 
A = (EB) (GT— = (6 2 AiG zo 
如 此 , 依 (40) ,彩民 7 的 极限 是 
上 42 下 一 ] 41 62), 
而 个 (17)， 
foal < asp, 


甬 了 地 培 大 j, 可 以 看 出 当 w=s 时 积分 (8 ) 的 必 有 和 劣 ,就 是 衣 
2€1(4) , 因此 4 是 自 共 辊 运算 子 。 

由 上 面 的 推理 可 以 得 出 下 面 的 定理 : 

定理 1， 凡 主 里 位 元 分 解 ; 必 有 一 自 共 旺 运 算 子 4 与 之 相 
应 , 而 4 对 于 凡 使 积分 (8 ) 的 值 有 劣 的 路 元 ^ 赂 义 。 运算 于 4 本 
身 定义 做 和 ( 6 ) 的 极限 ,就 是 说 ,等 于 积 个 [9 )。 与 长相 应 的 中 
性 泛 可 由 公式 GD 定义 。 

可 以 证 明 送 定理 : : 

定理 2， 对 于 任 党 预 宏 的 自 共同 运算 子 4 必 有 一 主 时 位 元 分 
解 6 看 在 ,使 4 由 公式 ( 9) 表示 。 

这 定理 的 证 明 相当 肥 杂 ,为 了 不 打 氛 我们 的 讨论 , 留 到 后 面 本 
证 盟 。 在 下 面 举 出 一 公式 , 依 这 公式 可 以 依 已 知 的 4 定义 、。 骨 
这 到 式 可 知 与 不 同 的 4 相应 的 5% 是 不 同 的 。 


156. 和 闪 直 运 第 地 的 : 浊 泪 尖 数 08 


“运算 子 名 叫做 自 共 中 运 算 子 的 详 殉 数 。 现在 季 埋 地 重 准 


” 一般 自 共 幅 运算 子 的 往 守 ,这 此 与 ;有 并 自 共 幅 运 筑 子 的 性 质 完 信 


相 但 。 . 
156， 自 闪 声 径 算 子 的 如 午 硬 铬 ”县 / 是 在 区 阅 (oo， 
-ee) 上 的 有 翼 一 至 加 逢 面 多 (例如 了 (7 在 骨 区 间 [ 一 co ee] 上 
是 速 炉 的 )。 和 作 与 (6 ) 相 类 航 训 : 
得 70D dbp, (18) 
其 中 4 是 五 中 任意 元 。 不 难耐 出 , 这 出 相互 正 交 的 项 组 成 的 锯 激 ， 
对 于 任意 部 光 敏 。 事 实 上 ,全 条件 if) 1 <b 十 完 得 ,而 
| S040 = SS GD ddinl < 4b - 
- 砷 ch， (9) 


如 此 与 般 数 (7 ) 相 类 的 般 数 收 做。 与 存 红 08] 中 完全 一样 ,对 于 .. 


如 中 一 切 2，, 当 ws->0 时 和 (18) 有 懈 定 的 极限 。 这 极限 表现 定义 
于 从 吾 上 的 一 个 分 配 运算 子 f(A)。 让 (9) 春 接 可 知 1f (4)z1 < 
< 和 | , 就 是 及 7C4) 是 有 滤 运 算 子 。 很 自然 地 可 以 把 和 (18) 的 
极限 把 成 斯 提 瘟 尖 斯 积分 的 形式 : 
VE 六 faSse (wEH), (20) 


FDo WD= | fae y) (wE HyEH). (21) 
最 后 的 科 分 可 以 活 做 是 在 [所 中 定义 的 在 常 斯 提 贡 杰 斯 积 2 
与 疏 式 (12) 及 (16) 完 全 同 祥 ,有 ， 
Sf Daf Mo) Vag, (22) 
2 WE i 
Cf Mr, WD= FDE 8, = fad, y) * (28) 
(EH;y EH),. | 


a 
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也 下 应 拒 上 上面 Cd) 的 定义 应 用 到 区 示 (一 co 十 oo) 上 任意 有 办 
渍 种 26 数 的 情形 ,而 不 必 有 变 求 其 一 玖 速 种 竹 。 在 下 出 ,将 捧 出 有 可 
- 胡 把 自 共 元 运算 子 的 丙 数 髓 念 扩展 到 更 宽 /" 蕉 卫 数 类 (和) 上 去 。 
更 在 求 作 自 共 塌 运 笨 子 4 的 稳 解 式 ,我 们 照 着 有 虹 销 共 锯 远 饶 子 
”情形 所 取 的 路 线 来 议 。 

87 、 承 解 式 ”与 在 [102] 中 一 样 , 可 以 证 明 运 算 子 4 的 固有 
迄 是 洋 数 ,而 与 不 同 的 加 有 值得 应 的 固有 元 相互 正 交 。 如 果 由 是 
与 问 一 固有 有 值 和 相应 的 加 有 元 序列 , 而 mx， 闭 末 由 方程 A 一 
一 ?av 及 泛 算 子 的 于 性 可 知 zEIC， 而 42 一 he, 就 是 说 与 同一 - 
图 家 值 相 应 的 斑 回 有 完 所 租 成 的 线性 徐 是 财 线 性 答 , 也 就 是 了 予 空 


的 定义 及 4 的 里 共 蛋 性 可 知 ; (4 一 珈 )*= 4 一 到 。 关 于 运算 子 
(4 一 三 ), 有 显然 的 公式 成 立 : 
(A—IE) 2= | -Dao 


， (E14); yE H), (24) 
(4-1B)¢, 2 = | Dae, 9) 


、 士 写 的 第 一 个 积分 庶 当 了 解 成 关于 画 数 (一 芒 所 作 且 阁 似 于 和 和 
(6 ) 的 那个 和 的 极限 。 第 二 积 甬 是 广义 斯 提 勒 杰 斯 积 耸 。 
数 %( 复 的 或 是 实 的 ) 叫做 泛 算 子 4 的 正 基点 , 是 指 运算 子 
有 Ri 存在 , 定义 于 整个 及 之 上 , 并 有 界 ; 而 贡 对 于 任 沪 苑 w, 合乎 
BEtCLd4) 汐 ,下 耐 浇 等 式 岂 成 立 : 
{. 几 一 人 五 ) PiVm=2 BlA—NE)L-S, 《25) 
GEEy GETC4)) 
由 这 些 等 式 可 知 公式 
4 一 (4 一 MXo (ETC4)) ~ .+ (26) 


六 2 和 解 式 4 


把 以 4) 一 _ 对 一 地 映像 于 豆 中 、 如 和 :运算 子 BB, 存 窒 ,家 上 虹 做 4 的 
裂解 式 。 和 运算 子 4 的 酷 是 指 凡 不 是 4 隐 正 基点 的 当 数 六 所 组 成 多 
集合 。1103] 中 的 定理 14 是 成 站 的 ,就 是 强 , 如 晤 入 不 是 4 的 加 窒 
值 , 那 末 公式 (26) 潜 义 一 个 企 互 中 到 处 贸 赛 的 弘 性 往 。 证 明 与 
L039 中 的 一 样 。 注 党 由 ((4 一 AB)4, ao) =0 可知 (C4 一 和 EB)z， 
mo) = (@, 0 如 果 2EI(4) ,由 此 , 依 共 翰 运 筑 子 的 定义 ,可 得 (4 一 
. 一》 再 )m 一 0, 而 进一步 的 证 明 与 以 前 的 字句 都 一 样 了 。 与 在 103] 
中 一 样 ,可 以 证 嚼 条 件 
HEA) rl.pl2l (p>0;oEL(A)) (27\ 
是 入 为 汉 算 子 4 的 正 划 点 的 必要 条 件 。 现 在 来 证 明 然 件 (27) 的 充 
妇 性 。 和 如 果 它 满足 , 那 来 入 不 是 轿 有 值 ,而 由 公式 (26) 害 义 的 线性 
镁 下 ;在 瑟 中 到 处 向 密 。 席 YE MM; 而 43y。 我 们 证 明 YE MM 
从 前 耻 ; 是 闭 狠 性 禾 。 因为 思 一 (4 一 Bow 而 4E1C4) ,做 (27)， 
jg 一 宇 2js 一 Zoj。 但 序列 包 自 观 丝 ; 六 此 序列 wu 也 自 收 钱 
而 存在 一 苑 xm, 借 % 地 x 。 这 样 , x E114), (4 一 和 Bw ys 
oo 而 (4 一 AB)wn 一 gy。 颂 然 4 是 阴 的 , 由 此 可 知 4E 办 ,而 
(4 -42)v=y) 就 是 议 YE I。 和 如 此 MH; 弃 然 在 瑟 中 到 处 稠密 ， 
叉 是 闭 的 , 它 一 定 与 五 重合 。 既 然 入 不 是 圈 有 值 ,公式 (26) 把 KK 
-一 对 一 地 喘 像 到 互 中 。 狂 下 的 只 是 证 明 把 豆 贞 像 到 民 4) 中 的 道 
运 等 子 甩 ,是 有 界 的 。 在 (27) 中 合 一 Ra 可 得 上 B91 << 二， 
由 此 可 知 B&B 是 有 界 的 。 与 在 [103] 中 一 样 , 可 以 永明 凡 非 实数 》 
都 是 正则 点 。 [1031 中 定理 16 的 系 也 是 正确 的 。 
如 果 7 不 是 实数 , 那 术 1; (4 一 办 是 入 的 医 数 ， 在 阴 区 并 [一 oe, 
+ oo] 中 是 巡 转 的 。 我 们 可 以 作 有 界 运算 子 


fm 1 之 
Ro= | sae, 008) 


证 明 它 具有 当 和 一 ! 时 的 稳 馈 式 的 一 切 性 质 , 于 是 谣 明 了 上 面 将 窑 
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ae 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 


于 为 i 的 合法 性 ， 对 于 任意 这 (pg Beeld), 而 依 
(162)， 


(4 1B) (G26 Re -| CDaGs Re, y)o 
另 一 方面 , 依 (23) 及 (28) ， | 
CN 二 iaCeeg。 
代 大 上 面 公式 由 ,并 应 用 斯 把 坦 杰 斯 狼 分 的 性 发 E9]， 可 得 
({4— 1B) 《2Ea 一 如 cn) Ri , y) {ase, Y) eu ((Ee 一 Ce)wi 2) ’ 
而 因为 是 任意 的 ,由 此 可 知 
(A-IE) (go G Be 一 Ge。 (29) 
作 两 数 列 Cn 及 Bn, 个 4a? 一 ©03 如一 十 co 工作 元 崭 询 Yh 
= (Fp, ~— Sa Bw 。 这 样 ， Yn i(d) ; Yn RE, 于 是 依 (29) 9 (4~—- 
一 轧 )y 性 $+。 茎 然 4 是 阴 的 ,由 此 可 知 对 于 任意 %, RwE1(4) ,而 
(4 一 汪 ) Rg=w。 岗 下 的 只 是 证 明 (2 的 中 的 第 二 个 公式 。 它 站 村 
由 下 页 公式 得 出 : 
(RA-IB)s, 9 =| La A—IE)s; 切 ， 


及 (GA) WD =| Ddse, YW, 


这 些 让 项 式 (21) 及 人 L6r 香 出 ,并 二 Ei1(4)。 

与 在 在 1 中 一 样 , 可 以 证 贡 如 果 7 在 某 区 间 之 内 ,而 5 在 站 
区 沿 上 是 定 值 的 ,部 床 耶 解 式 存在 ,并 由 公式 (28) 玫 示 。 不 必修 改 
也 可 以 重 述 从 前 的 推理 来 证明 下 现 事 实 : 如 果 对 于 实数 ! 称 解 式 
六 存在 , 绪 末 ! 忆 位 于 某 区 并 之 内 , 而 $, 在 这 区 间 中 是 定 住 的。 
这 里 应 注意 :对 任何 ,442xEH4)L15613。 [HH 中 的 定理 34 的 
西 杀 也 依然 有 效 。 与 在 [i 约 中 完全 一 样 , 可 以 证 明 , 对 于 任意 非 
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实数 1 及 , 尿 解 式 满足 下 面 方程 : | 
Bi— B= (I—b) BB;;. 7300) 
BR: = Rr , .180,) 


测 由 Bax 一 0 可 得 ?一 0 。 由 猴 解 式 :决定 席 丽 数 的 公式 仍 有 次 : 
F [Gr 分 十 (Ga 1 = 


与 自 共 堪 运 算 子 相应 的 是 确定 的 良 图 数 必 ,而 运作 子 认 江 的 
必 驶 且 友 分 的 条 件 乃 是 8, 只 在 有 盎 区 间 上 变化 。 : 
再 考 崇 与 自 共 应 运算 子 4 相 斤 的 运算 子 存在 的 同 题 ,而 -1 志 
以 是 有 界 的 或 是 元 界 的 。 如 果 入 =0 不 是 4 的 固有 希 , 那 未 4 把 络 
性 知 民 4 一 对 一 地 映像 到 在 互 中 到 处 称 密 的 缕 性 筷 条 。 里, 扩 以 


入 
(Bese Bad), Have (3 


~ 


于 。 用 z 政 示 以 候 的 任意 元 , ?' 表示 对 ,中 的 相应 元 。 变 对 于 并 
元 等 式 04-io = (w'， 0) 对 于 o 的 一 切 w' 成 立 。 我 们 应 当 部 
明 wEMo, 而 % 一 在 刀 。 上 面 的 等 式 可 以 写成 下 面 形 式 :(z; 内 一 
= (do ,这 里 2 是 14) 的 任意 元 , 面 抵 然 4 是 自 江 六 的 , 可 知 
E14) ,而 =A4w, 但 由 此 着 接 可 知 WE 六 0, 而 1 一 4 这 正 
是 所 要 证 的 。 如 果 入 0 不 仅 不 是 加 有 健 , 而 且 不 局 于 猎 , 那 用 Mz。 
与 五 重合 ,而 4-+ 是 有 界 自 共 琶 运算 子 , 芽 与 和 = 0 时 的 路 解 式 如 
和 重合 , 如 果 和 =0 不 是 固有 值 , 但 局 于 敌 , 那 米 4-: 址 无 界 运 算 
子 。 

158. 点 谱 与 在 [418] 中 一 样 , 可 以 证 明 入 = 和 ! 是 4 的 轩 有 
值 的 必要 有 .到 分 的 条 件 , 乃 是 入 =V 是 ;的 间断 点 , 丽 这 时 (人 一. 
一 0) 是 其 图 有 值 子 空间 中 的 投影 运算 子 。 与 一 向 所 柳 的 一 样 ， 
识 互 是 可 分 空 痪 ,可 以 辕 论 : 如 果 存 在 轩 有 值 , 凑 示 它 的 数目 是 有 
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Ct ,一 一 -一 -一 一 


涯 的 ,或 训 数 的 。 风 有 值 的 秩 与 其 前 一 样 地 定义 ， 并 可 识 一 疡 固有 
元 竹 成 规 获 化 正安 租 : 

ay ss Oo (32} 
用 和 改 示 铝 的 并 断 点， 用 三 表示 相应 的 加 有 值 子 宏 科 ,而 用 
也 =. ax 一 上 27 一 0 霄 示 在 这 子 窒 半 直 的 投影 运算 子 , 可 以 作 苦 人 的 


五 :一 2 十 天 3 十 .十 (83) 
而 在 子 空间 斑 ! 中 的 投影 汉 鲁 子 由 下 而 双 式 习 示 : 
过 Pp=Pr,+ Pit Prt+ “0 (84) 


用 pox 表示 与 轿 有 元 mx 相应 的 固有 值 ,并 源 希 下 而 定 音 : 
定理 3， 为 了 属于 了 7 的 元 2, 就 是 表 咸 形式 ， 


m= Bay . (80) 
的 元 4 居于 1 人 ， 履 短 具 只 须 
larls<+00, {36) 
而 如 果 这 条 件 痛 足 , 闭 未 
” As= > Mr o 和 (37) 


如 果 wEU4), 那 末 元 44 俯 组 (32) 的 悦 谋 叶 系 数 是 (A2, 人 x) 一 

二 (vw Awp) 二 [wjeze) 一 jiary 所 以 (36) 满足 。 反 之 说 条 件 (36) 

| 3 ~ Bl a, , (30Y 

并 用 加 下 示 (85) 申 服 数 的 部 分 各 ,用 名 圳 规 数 (38) 的 竺 分 和 ， 绪 

末 JE7) ;而 92 A9n 一 抽 9% ,这 扣 4 是 阳 的 ,可 知 %E1C4)， 

而 42=w', 这 下 是 所 要 证 和 的。 如 果 规 客 化 正 诡 组 (32) 是 完全 租 ， 
粥 未 我 们 狐 4 有 拖 点 条。 在 达 情 形 中 [L14j 

H'=H; Pu=E; 6,= BSn— Smo), (39) 

性 意 元 4 可 以 才 示 成 (85) 的 形式 ， 而 为 了 2E1(4)，, 洲 须 县 只 须 克 

站 (86) , 丽 对 于 区 4 中 任意 元 w， 有 (37) 成立。 让 时 ,如果 y 是 吾 
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中 任意 元 ,而 下 = 人 2) 几 来 由 到 
CA, o) = ards; ‘A?, ®) = Cpl’, (40) 
(LEUA); YEH), 
”159， 不 变 子 宏 陋 在座 不 变 子 空 并 之 前 .必须 解释 有 界 运 贫 
子 与 无界 运算 子 交 搁 的 鬼 念 。 
定义 ”我 们 说, 有田 天 到 处 定义 的 运算 子 及 与 7 无 界 运 算 子 4 
交换 ,是 指 下 面条 他 满足 : (1 ) 如 果 > Gi4), 那 末 Bo 世 E 红 4); 
(2) 如 果 wEV(4), 济 未 ABx=BAz。 
. 如 办 4 是 有 界 并 济 处 定义 的 运算 子 , 那 末 第 一 条 件 不 必 提 出 ， 
而 得 出 坊 前 的 交 控 运算 子 的 定义 。 
定理 人， 为 了 了 与 白 共 二 计算 子 4 交换 ; 必须 且 只 须 有 一 
值 , 使 下 面条 件 满足 : 
BR,= BB (4 
留 羡 , B 及 Ri 者 是 有 界 运 算 子 , 宅 们 的 交换 以 前 已 有 定义 
193,。 设 B 与 4 交换 , 而 y 是 五 的 任意 元 。 这 时 Bg 及 BBw 属 
于 以 4) ， 而 死人 外 ， 
ABRYy= BABY 。 {49, 
但 (4 一 二 ) Ry=y, 启 以 4Ry= QT 如)Yy, 于 是 (42) 改 写成 下 面 
形式 : ” 
4BRiw 一 18B8wy+By, 就 是 说 (4 一 LB) BR 一 By。 (43) 
De 学 所 应 用 到 上 面 等 式 的 两 按 去 ,有 可 得 BREgy== 了 By, 就 是 襄 
.441) 戌 闽 , 于 是 这 条 作 的 必要 性 谣 明 了 。 
近 之 , 误 ( 和 成 位, 就 是 说 BR = RiBy 对 于 岂 wy€ 卫 成 并。 
这 等 式 本 部 是 了 (Cd 中 沪 元 , 因为 在 边 蚌 玉 4) 中 的 元 。 当 9 过 
霄 豆 的 一切 元 打 : 于 末 2 一 已 9 温 改 愉 4) 的 一 切 元 ,于 是 由 上 面 等 
让 可 知 , 各 困 ETA ,7 基 椒 BrE iA4)。 把 运算 子 (二 一 1B) 应 用 
We 过 上 去 ;可 得 (43)， 了 于 是 得 (42)， 而 后 注 可 以 改写 成 
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4Bz 一 Bdz 的 形式 , 其 中 zE14)， 于 是 定理 让 明了 。 由 上 和 贾 蒜 
明 的 定型 可 知 ; 如果 (4 对 干 蘑 一 ! 值 满足 , 那 末 它 对 于 任意 也 
满足 , 共 变 对 于 这 1 耶 解 式 存在 就 够 了 、 

定理 5. 为 了 了 姻 与 4 交 资 ,必须 日 只 朋 对 : 于 上 凡 实 数 和 ,下 面条 下 面条 
件 满足 : 


BE, = 6,B, (dai 
只 须 注 明 条 件 (41) 与 44) 同 效 。 依 (24) 及 (88 ， 对 于 任意 元 
人 及 ri 
Rg, = Re, Be 一 上 eic, By), 
就 是 设 ， 


(BRi, Y) -| CBE Wn)， } 
| 坊村 {45) 
CRiBa. gog) =/ AS Br, 9), | 
如 果 笨 件 (44) 满 是 , 闭 末 等 式 (46) 的 右边 一 样 , 因此 左边 也 -一样 ， 
而 既然 及 gy 是 任意 的 ,可 知名 件 ( 入 ) 满 是 。 反 之 ,如 果 条 件 (41) 
满足 , 那 末 依 宰 辣 -~ 斯 提 蔓 杰 斯 积分 反 演 的 唯一 性 T30], (BE,xw, 人 
及 (Be, y) 只 能 相差 常数 项 , 并 只 能 在 间断 点 不 同 。 但 当 入 > 
-一 5 时- 上面 两 面 数 都 趋向 于 封 ,而 在 冰 断 点 处 是 右 束 番 的 ,所 以 
对 于 任意 4 及 %， (8@;7z, ) 一 (5aBe ,人力 ) 就 是 组 ,条 件 (4 人 0 满足， 
于是 定理 灰 肝 了 。 

注音 做 [1551 的 策 朵 ， HA 多 ,与 4 交 铭 。 这 出 定理 问 
可 以 得 出 。 由 加 定理 及 ‘22; 可 知 了 41 与 4 变换。 现在 考察 不 变 
子 空 尖 ，_ 
定义 江 完 昌 工 寻 做 运算 子 4 的 不 变 子 空间 ,是 指 下 面条 件 
满足 : (1 ) 如果 ZEK4 屠 本 2 在 也 中 的 投影 网 耶 14 52) 如 
-是 zS 开 3 FELAY, 浅水 AvE 、 训 时 我 们 况 工 简 放 4， 
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对 于 有 界 并 漳 处 定 义 的 远征 子 ， 不 变 子 容 间 的 这 个 定义 与 以 
前 的 [119] 相当 。 但 由 于 在 一 般 情形 中 鞋 述 定义 与 以 音 的 有 昼 , 我 
们 以 着 烛 地 让 明 下 列 定 理 ， 

。 ”定理 6， 如 果子 宏 间 上 简约 自 共 坦 运 算 子 4， 攻 末 补 子 实 着 
( 丹 一 也 笨 移 人。 为 了 工科 的 自 共 都 运算 子 4, 必须 县 只 须要 
影 运算 也 了 与 和 4 交换 , 、 

没 二 简 葛 4, 并 般 wE27(4)。 由 显然 的 仅 式 w= Pre 十 Pa -tx 
及 PmE1(4) 可 知 Pn_rwE1(4)。 为 了 证 明定 班 的 第 一 部 分 , 只 : 
须 证 明和 如果 YE (五 一 从 及 14)， 那 末 4oE 五 - 工 、 贡 是 2 
的 任意 元 。 那 末 (Pr4g 四 = (hy, Pr。 查 PieEi(d ;所 
以 (Ay， 了 Pix) = (8,， 4Piw) ,就 是 误 , (PrAy, 2%) = (y, APia; 
4FrzE ,因为 工 简 移 4, 而 yE 瑟 一 了 因此 (y, 4Pix) =0, 训 
是 说 (PLAy, 2) 一 0; 扬 然 城 性 往 !(4) 在 五 中 到 处 稠密 ,可知 
Pdy=0; 由 此 可 知 LE 江 一 工 , 于 是 定理 的 第 一 部 分 证 明了 。 

如 聚 工 简 鞠 4, 因而 : 吾 一 刀 也 简 鹊 4, 而 如 ZE1(4), 那 末 
”在 公式 z= 了 Pw+Pu-w 中 两 项 都 局 于 1(4)。 使 用 运算 子 4, 可 
得 Ae=4Prm+A4Pn_zz, 而 4P:wEI, 4Pa_rzzE 瑟 一 工 , 就 是 混 
4Prz 是 As 在 万 中 的 投影 , 因此 可 以 写成 : 4Pro= Pr4p 洛 
2%EH4D 时 碾 立 。 再 留意 由 wE1(4) 可 知 PewE1(4), 可 以 精 葵 如 
果 了 人 稍 攻 4, 于 末 P 与 4 次 换 。 反 之 ,发 这 一 条 件 满足 。 这 时 ,由 
交换 性 的 定义 ,如 果 2E1(4), 那 末 Pez E21(4)。 流 如果 必 轿 于 
及 1 珊 末 4z= APiwzw= Pr4z, 就 证 说 ,4sEK, 因此 并 简约 
4 ,于 是 冠 理 完 从 证 明了 。 

由 周 才 证 明 的 完 理 及 定理 5, 直接 可 知 激 了 二 简 锡 4， 必须 是， 
只 贷 避 对 于 任意 入 简 鸭 人 

定理 7 了 。 如 果 相 互让 交 的 子 实则 (4=1，2,…) 箭 移 4， 于 
. 求 它 钢 的 正 交 和 
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Ey ee 
也 季 攻 4。 

依 [107] : Pi=Pr +Pr,t*. (40 
而 如 果 
ZELH) ,未 Prw EIA), APr,t= PAr, 而 

Przz 一 全 Po ; PAv= TP der, 
用 也, 玫 示 投影 运算 子 , 等 于 级 数 (46) 中 前 nn 项 之 和 , 那 未 PuE 
ELA), Pwr 坟 Piv, 而 4Pio 一 Pdz 一 Pdz, 由 此 ， 径 号 4 是 经 
的 ;可知 Pz E14), 而 4Priw 一 PrAz, 于 是 定理 赴 明 了 。 在 有 旁 
nap 

浴 工 简 构 自 闪 二 运 算 于 4, 用 五 (4) 表示 玫 同 时 属于 瑟 改 
区 4 的 元 所 组 成 的 线性 猎 。 运 算 子 4 在 夺 中 请 导出 运 筑 子 4 来 ， 
而 4 定义 于 rd) 上 ,并且 当 8E5(d 计 42 一 dp。 子 空间 瑟 
可 以 媳 作 是 希 勒 四 特 空 剖 , 或 者 是 有 穷 攻 的 。 

定理 8， 绪 性 伐 太 (4d) 及 04) 在 过 中 到 处 锋 党 ,而 47 是 在 工 电 的 自 
共 辊 运算 子 。 

设 y 是 工 中 的 粮 定 苑 ,而 8 是 预定 的 正 数 。 我 全 必须 证 明 , 必 
存在 二 (4) 中 的 元 x, 使 1y 一 如 六 < 。 es 
必 存 在 一 个 属于 14) 中 的 元 z, 使 | 一 中 过 s 。 这 时 | Pr(y 一 办 1 = 
一 |Piy 一 Pizi 志 ss。 但 Pey=Y 而 Pez 一 2El(A), 因 为 2E1(4)， 

而 二 篇 稳 4, 于 是 定理 的 第 一 部 分 证 明了 必须 证 明 ， 如 果 对 子 . 
天 (4 中 任 间 元 2 下面 等 式 成 立 : 
(dr 吃 一 (人 信 )， (47) 
法 中 YE 了 而 六 EDL, 那 末 YEL5(4), 而 信 =Ary。 如 果 z 蚌 
红 的 任意 元 , 会 式 “=Pzs 车 出 红 (4) 中 的 元 z, 而 由 (47) 可 知 
(Pi = (Piz ), 丽 依 定理 6, (PrAz, 9 二 (Dzz, YY), 即 
(Az, P29) = (z, P29 ) ,而 弃 然 9E 工 , 9 EL, 冯 (Az, 9) = (2, 9"); 
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由 此, 因 为 4 是 下 共 刘 的 ;可知 yE71(4) 而 人 二 dy 但 依 条 你 
YE, 因此 Et(4)， 于 是 定理 证 明了 。 谢 了 工 簿 狗 4 。 这 时 宅 人 入 
范 人 而 用 49 及 6 如 表示 运算 了 4 及 人 在 了 中 诱导 出 来 的 运 
算 子 (4 与 以 前 的 4z 相合 ) ,可知 属 如 是 工 中 的 主 单 位 元 分 俯 ， 
而 对 于 诬 (4 中 的 一 切 t， 而 县 只 是 对 于 这 些 元 ,有 
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就 是 说 ,CE2 是 491 在 三 中 的 评 画 数 。 没 .42 及 如 是 4 及 吃 在 
豆 -- 工 中 靖 导 出 来 的 运算 子 ， 畦 表 52 是 全 在 CT 一 到 中 的 请 阵 
数 。 加 果 ?2 TY 击 y>Y TY 是 2% 及 y 在 工 及 吾 - 工 中 
的 分 解 ,其 中 必 E7C4) , 亚 未 各 161: 
Ar= AVr DAVY, y= SDD Fe SS); 
Az, WW = AV, yD 十 (42 ye 

在 有 穷 多 或 可 数 无 穷 多 相互 正 交 的 简 简 4 的 子 空 向 的 情形 中 , 袍 
有 和 禄 类 的 公式 成 立 。 

60，、 混 合 谱 的 情形 ”次 运算 子 不 是 缉 点 的 ,而 有 国有 元 、 伐 
用 [581 的 记号 。 凡 五 简 蔡 4 它们 的 正 变 于 吾 ' 及 其 补 辽 空 击 
H"= 吾 一 HH' 也 利和 蜀 44。 雍 4' 及 4A" 从 4 在 卫 ' 及 五 "中 熏 导 出 
六 的 运算 子 。 运 算 子 4 有 纯 点 说 ,而 其 请 讽 数 由 公式 

CI 2 0), 

表示 ,而 运算 子 .4" 的 融融 数 售 由 公式 党 = 必 一 候 发 示 ,类 入 旋 
有 则 时 点 , 就 是 说 4" 有 业 圳 钳 评 、 如 上 储 才 是 无 性 运算 子 , 沙 求 泛 
算 子 4 及 47” 中 有 一 个 可 能 是 有 办 的 。 饮 如 车 儿 的 一 切 忆 澡 点 
位 于 有 穷 区 池上 ， 闭 来 4' 是 有 界 运算 子 。 与 在 口 15 中 完 从 -- 样 ， 
可 以 定义 点 的 ,极限 的 、 沉 各 的 谱 , 以 及 识 的 凝 点 。 融 4 有 部 环 驾 
说 ,并 与 在 [11] 员 一 术 ,用 Cv 者 示 儿 元 xz 的 内线 性 往 。 我 全 泪 
4 有 简 理 过 夭 普 ,是 指 存 在 一 元 =， 低 Cs 与 妃 重 合 。 这 时 [15] 中 
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的 发 式 (]7 直 及 ,1731 都 应 立 、 其 中 汐 黑 杀 格 尔 积 办 是 在 无 淮 区 二 
上 取 的 ， 这 些 和 分 是 把 无 穷 区 骨 耸 解 成 有 劣 多 部 分 区 于 所 得 相应 
和 的 极限 ， 若 YE8C4)， 出 [站 梧 中 的 公式 (47 本 与 .177) 邮 成 立 ， 
相 谍 的 积分 可 以 看 做 是 具有 无 旁 积分 区 出 的 ` 义 积分 。 应 于 趟 等 
式 红 I17] 
OPC 本 io， 

与 在 [1651 中 一 样 ,可 以 证 明 , 树 关于 和 《6)，, 与 积分 (177) 相 应 的 
相互 正 交 这 的 无 穷 和 是 收 伺 级 数 ,由 为 YE&4)。 在 速 续 导 的 一 
般 身 形 中 ,由 [ 卫 果 中 定 迎 38 的 证 明 人 可 知 对 于 任意 入 , Cu 简 多 终 ， 
因此 省 简 攻 4 、 运 算 子 4 在 Cu 中 诱导 出 来 的 运算 子 有 简单 违 禾 
谱 , 而 与 在 ild17] 中 完全 一 样 , 可 以 招 具 有 本 速 千 徐 的 运算 子 分 解 
成 在 相互 正 资 的 子 空 关中 具有 简单 速 态 攻 的 运算 子 , 而 这 些 子 空 
凶 的 正 灾 和 是 整个 五 。 在 一 切 公式 中 , 代 冰 一 个 黑 林 格 尔 各 分 出 
现 的 乃 是 几 个 这 样 的 积 苍 之 和 。 与 在 [420] 中 尘 人 至 一 . 样 ,可 户 找 出 
0。 及 了 9 再 的 联系 。 

发 4 是 自 共 焉 运算 子 , 了 是 么 范 的 。 运 算 子 少 =D4U7-1 定 义 
于 我 性 往 14). 上 ,而 以 4) 是 由 1(4) 痢 使 用 而 得 米 的 ， 我 们 鞍 : 
明 4! 是 自 共 列 运算 子 。 事 实 寺 , 裔 对 于 i 区 A) 中 的 一 切 4， 

(UAU-, y) = (zi 、 
应 当 计 明 , 9E 1(4) ,而 =UAUT1y， 上 而 等 式 可 以 改写 上 成 F 面 
形式 : (do Do， 其 中 图 = 和 ,或 者 ,守成 (dr 

Uo Uy) 的 形式 , 出 此, 斌 然 4 是 自 共 井 的 , 可知 
UE 而 Ur=AUD-Yy, 就 是 襄 YEKA) ,而 六 =D0AU "yy， 
这 自足 所 要 证 的 。 

合 训 是 运算 子 4 的 嘲 夯 数 。 这 时 ，& 一 TCD-: 具有 主 日 位 
元 分 解 的 一 切 忆 性 , 而 i 人 z= 1 Earl 和 如果 w&7(4)， 
那 林 CE1(C4\， 所 以 般 数 
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vi 和 2 .4 1 m2 


1 se 
收 煞 ,而 与 在 [3 多 中 一 桩 ,大 
2 PSST 


有 要 限 4%=UAUmw, 由 此 看 出 9 一 UE,Um+ 是 少 的 洁面 激 。 
在 贡 2] 中 所 渝 关 于 运算 子 么 范 相 抵 的 鉴别 法 也 依然 有 效 。- 

微分 解 及 微分 解 的 完全 组 的 概念 也 没有 改变 。 凡 《在 空间 吾 - 
中 ) 速 续 的 微分 和 解 z0) 必 做 形式 Be, 其 中 Be 这 时 朋 ;> 
-> 一 co 时 zj-20 。 

161， 生 和 共 章 运算 子 的 丙 数 ”如 果 公 是 自 泛 埋 运算 诗 4 的 识 
疗 数 ,而 了 (2) 是 区 赂 一 上 >< 和 < 之 十 oo 中 的 有 虱 画 数 ,并 优 所 有 不 惰 
国 数 5:2 上 都 是 辟 测 的 , 潜 末 与 们 23] 中 完 从 一样, 仅 式 


Ge WD) FN dG (cEH;yEH) (48) 


决定 一 定义 于 整个 五 中 的 有 办 运算 子 (4)，, 这 后 者 具有 [123] 中 
斯 举 的 一 切 性 质 。 留 意 了 (在 依 一 切 | Ze12 测度 为 雳 的 集合 上 的 
值 玫 不 影响 积分 (48) ,也 更 不 影响 (4) 的 值 。 现 在 把 运算 子 画 数 
f(4) 的 概念 推广 汉 具 有 有 穷 值 且 仍 人 一 切 16,zi? 可 测 的 ,然而 是 
元 界 的 , 实 值 画 数 (上 去 。 用 fs() 表 示 蕉 黄 数 ,就 是 说 由 下 面 
等 式 定义 的 责 数 :如 ! 了 (3) 1 ss 六 时 六 CD 一 了 60), 而 如 fC :~ 
时 Jr 一 六 起 果 FA 之 一 计时 了 vw( 的 ) = 二 一 入 。 对 于 有 界 画 数 
人 我们 可 以 作 有 界 运 算 子 方 (Cd 这 有 村, 恢 [23 的 个 肖 
C216) , 当 g=% 时 ,fi1(4) 一 fo(4) ,于 是 

Js Cdyn fu A) e's = je OO 


如 果 了 以) 恬 于 翁 1 人 cj? 的 [5, 妆 林 ,由 于 .有 人 <LFO 而 
-> 了 让 优 16i8 必 下 鞍 成立; 当 计 及 有 HI-> 十 oo 时 有 边 趋 疝 于 


4 第 四 过 六 革 析 科 生 朵 沦 


， 
浅 示 , 况 是 给 , 当 IF- > 十 cc 时 Le 如 时 
se FA Eon, ‘50) 


几 潢 是 这 条 人 的 元 的 从 合 得 自 国 地 表示 不 [4)]。 举 出 一 些 
苦果 来 ,不 说 进 其 证明 ， 

线性 位 L574)] 丰 五 中 到 处 耐 窗 ， f(A) 是 自 共 加 运算 子 ， 并 
是 下 面 公式 底 立 ! 

CC =) fdsm, Y) (we ], yEH) 5) 
对 于 复 什 画 数 了 了) 二 方 02) 十 f200)5, 我 们 俩 用 大 4 = 一方 (Gd) 十 
二 fo(4%5, 而 线性 铁 1 外 ‘4)] 与 以 前 一 样 依 委 件 (50) 以 | 了 (和) :2 懂 
痢 户 以 ) 耐 定义。 与 在 各 23] 中 一 样 ,下 面 畦 坎 克 交 ;为 使 一 运算 子 
是 自 共 上 顿 运 算 子 4 的 轿 数 ,必须 日 只 须 它 是 闭 的 ,而 旧 它 与 任意 与 
A4 变 换 的 有 内 运算 子 交 换 ， 

现在 回 到 贤 自 共 翰 运算 子 相 交换 的 问题 。 如 果 回 忆 一 -FIl34] 
中 的 定理 48， 眉 然 好 得 出 下 面 定义 :我 们 貌 , 两 月 共 顿 运 筑 子 4 与 
加 相交 换 ,是 指 它 们 的 训 节 数 6 及 已 (者 是 有 办 运算 子 ) 对 于 任意 
和 及 六 初 是 交 吉 的 、 由 于 上 面 提 到 的 定理 , 这 定义 当 4 及 是 有 
界 运 锁 巴 时 与 平常 定义 间 效 。 如 果 4 是 无 界 丽 作 是 有 办 的 运 
邓 , 疆 来 少 嵌 59 中 的 变换 冠 义 。 不 难 乔丹， 如 果 上 4 及 吾 是 自 共 量 
运算 子 , 这 定义 与 章 才 下 的 同 效 。 事 实 上 , 依 [15 归 中 的 定理 5; 以 
前 的 歼 换 性 意义 与 下 面 性 发 同 效 : 序 B 与 对 于 有 任意 的 如 交 
换 , 而 这 一 事实 区 与 下 面 性 侦 同 效 : 印 对 于 任 嫩 久 , 所, 与 一 切 织 
交换, 就 是 询 得 到 新 的 交换 性 定义 。 ， 

由 自 共 巾 运 算 子 安 斤 性 的 新 定义 岂 发 ,可 以 证 芒 同一 身 共 应 
运算 子 4 的 良 实 议 数 相 五 交换 , 丽 如 果 话 白 具 二 运 算 子 41, 4s，… 
两 两 交换 , 刹 末 它们 巧 同一 计算 子 4 的 而 数 [ 比 属 124。 
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考 纤 无 界 运算 子 的 和 与 莱 积 的 构 念 。 运算 子 (4 二 B)x 一 Aw 十 
十 Bo 对 所 有 既 必 了 于 1(4) 叉 局 于 iB) 的 元 2 玫 有 有 定义: 返 策 也 
(Bo 一 4(Bo) 党 义 于 凡 使 ELB) 及 BzEV4) 的 避 钼 。 如 果 4 
是 任意 复数 , 闭 末 运算 子 (4)z==a(4z) 定义 于 T4) 上 上。 会 闷 及 
B 是 交换 的 自 共 永 运算 子 ,而 8B 是 定义 于 整个 五 上 的 有 卉 运算 斑 。 
这 时 运算 子 4.Bo 定义 于 几 使 BrEK4) 的 所 组 成 的 凄 性 镀 六 上。 
依 交 换 性 定义 , 如 果 w*ElL4)，, 那 末 BzrE1(4) ,就 是 说 俯 4) 合 于 
中 , 住 六 可 能 较 以 4) 宽广。 我 习 证 明 .AB 是 忆 上 的 号 共 埋 运算 
子 。 设 当 wEV 时 (4Bw, 仍 =(w, 9 ) ,因而 这 等 式 对 于 E14) 
时 更 成 立 。 我 们 应 当 证 明 , yEl, 而 一 A4By。 裔 wwEl(4). 可 
以 把 上 列 等 式 痪 成 : (B84x, 9) 一 (z,，9") 对 于 几 zE1(4) 者 成 立 , 而 
由 于 8 是 自 共 雹 有 噶 运 算 子 ,对 于 几 2 E14), (dz By)= (@, 4); 
由 此 , 弃 然 4 是 自 共 塌 的, 可知 BYEL(4) ,而 六 一 4By, 这 正 上 是 所 
要 证 的 。 留 意 如 果 和 4 及 B 蚌 无 界 的 交换 自 其 辐 运 算 子 , 著 末 AB 可 . 
能 是 非 自 洪 辐 的 ,但 与 它 共 顽 的 运算 子 L4B)* 则 永远 是 自 共 否 的 。 
应 用 和 及 委 积 的 定义 于 运算 子 4 的 寡 上。 线性 做 人 4 由 凡 
使 %E1(4) 及 -45EL1(4) 卫 4 和 粗 成 ; 就 是 说 ，1(.49 舍 于 14) 中 ,也 
可 能 是 放 4)。 同 样 民 4 引 由 凡 使 #4EUA4) 及 A322ELLA) 的 所 组 
成 , 所 以 149 舍 于 14 人 中 。 作 ao 二 ax4 二 aas42 十 -二 cd 形式 
的 多 项 式 姨 然 定义 于 线性 答 4 上。 可 以 直 明 这 多 项 式 与 以 前 
定义 的 , 取 栅 数 了 CN) 一 co 十 ca 十 … 十 cao 而 定义 多 运算 子 和 4 的 国 
数 相向 ,而 定义 了 一 切 多 项 式 的 域 成 线性 秘 , 并 在 瑟 中 到 处 笃 密 。 
在 这 扣 我 们 茜 来 了 日 共 顽 运算 子 的 理论 ,而 在 座 扩 展 对 称 运 
算 子 的 赔 题 之 前 ,首先 考虑 自 共 塌 运算 子 的 几 个 起 本 例 。 
162.， 潍 法 运算 子 ” 考 持 区 出 ( 一 ce， 十 co) 上 的 空间 上 ,到 及 
葬 自 变数 的 泛 算 子 
AFl2) =2f (2), {52) 
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- 简 性 税 开 A) 由 五 中 凡 使 zf (ew) Es 的 克 数 了 (%) 组 成 , 特别 是 几 
只 在 有 筋 区 内 上 蜡 于 零 的 两 数 都 局 于 区 4) ,由 此 可 知 线性 震 i(A) 
在 豆 中 到 处 秽 密 。 我 们 证 明 运算 子 (52) 是 自 共 顽 的 。 我 们 应 当 诈 
明 , 如 果 (dz; 拉 = (o, 的 ) 对 于 凡 2E14) 成 立 , 那 示 9EICD 而 
y' Ey 。 壮 现在 的 展 形 中 对 于 凡 Lo Ei1C4) 及 王 中 的 某 p(w 
Rp). 

0 oa! fo pd, C63) 
而 应 当 证 明 9 (2) E70) ,9g"(2) 一 zp(w)。 应 用 (563) 于 五 中 的 
fw , 洪 f(w) 只 在 有 劣 区 洁 ( 一 a, e) 上 异 于 坟 , 而 留意 这 样 的 西数 
出 于 1C4): 

[flip BGId=0, 
面 锋 然 了 12) 全 任意 的 , 月 此 直接 可 知 [53]o" (zc) 一 zp(s) 在 区 间 
(一 4， +oF 与 雾 根 托 ， 而 角 然 "是 任 准 的 ,可 知 那 画 数 在 整个 区 
前 、 一 =e， 十 ce) 上 与 雾 相抵 ; 就 是 梧 , 可 以 发 oz) 一 2zp(o) =0。 
go) ET 因 下 cq (2) EL 于 是 o*(o)=og(o) ,这 正 是 所 要 证 
苏 的 ， 与 在 [150] 中 一 样 ,运算 子 (52) 的 淮 画 数 由 下 面 仅 式 定义 并 
表示 : 
四 Am 如 果 w<<%， 
Sf (0 = ry 
而 这 运算 子 有 分 布 于 区 疝 一 co<h< 十 co 上 的 和 印 速 辆 高。 
运算 子 (52) 显然 是 无界 运算 子 。 再 留意 , 几 1(4) 中 的 画 数 

8o 在 区 阳 ( 一 so， 十 co) 上 可 和 。 事 实 上 ,全 zf(o) = 二 w(tw) ,其 中 

wp) ELs。 可 以 写 万 flo) 一 二 (2); 斌 然 工 及 a(o) 属 于 任意 

区 渍 (一 oo， 一 4) 及 (4a, co) 上 的 有 5 而 o>0, 闭 未 由 此 可 知 f (8) 

在 区 涯 4 -co 十 ce) 上 出 是 可 和 的 。 

与 在 1150] 中 完全 一 样 , 可 以 考察 乘 以 实 值 醒 数 的 运算 予 : 


(54) 


Te 
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Afir = f(t), (56) 
而 在 w( 轨 无 界 的 情形 所 得 的 是 无 界 运算 子 。 琢 为 确定 起 见 ,ao(9 
在 整个 区 岗 【《 一 se， 十 ce) 上 有 囚 ， 仍 可 能 在 有 旁 多 点 的 任 淤 小 竺 
域 除外 。 这 上 时， 取 任 意 不 全 上 这 高 点 的 队 区 舞 , 并 与 以 前 -一样 扒 
可 知 (55) 是 站 其 草 运算 子 。 与 在 1150] 一 样 , 宅 的 市 画 数 出 下 
而 公式 天 示 : 
O27 py = . i 如果 ww(2) < 
[WU 如 了 果 ww 证 和 。 
例如 w{z) E Za, 那 林 线性 徐 攻 4) 包 含 工 让 一 切 朋 界 画 数 ,而 电 
出 是 自 共 恒 运 算 子 。 留 意 : 对 于 [16 匡 所 举 的 西数 类 ofo) , 泛 算 子 
` 少 可 以 大 做 是 乘 以 兰 变 数 的 运算 子 4 的 两 数 wf4)， 
163.， 微分 运算 子 裔 西 (是 区 辣 ( 一 20, 十 co} 上 Ls 中 绝对 
速生 画 数 , 且 凑 导 画 数 多 '( 必 也 属于 [; 衣 7 为 凡 这 类 画 数 所 竹 
成 的 线性 答 。 这 和 线性 徐 里 的 夯 数 由 公式 


56 


SO- 二 | oa (57) 
表现 ,而 依 定 义 [74] ,ww(v) = 多!'(w)。 我 们 证 明 ” 
. lim glw) =0, lim, 8 ‘2) =0o (6538) 
在 公式 (57) 中 取 共 亲信 ， 并 相 素 ， 可 得 : 
Bo) P= (0) "Bin = (0) {9+B(0) | Fa 二 


+ | wait) pd. [We pdi. {69) 


取 然 B(m 及 p(O) 属 子 J 科 积 T(o)Dm) 及 Btwjg (wm) 都 在 区 阳 
(一 00, 十 co) 二 可 和 ,而 为 了 变换 上 式 的 右边 ,考察 上 述 两 柔 积 在 
区 了 肌 [0, 雪上 的 积分 和 。 了 引用 分 部 积分 ,可 得 : 


下 5007 | oa | sd 河上 Fd] + 
0 


让 rT ， 四 4 a > A 7 7 
十 | ;a P(e oj s(n 全 -Ge pO 
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-| pe i pra) du | at— 上. i | CIOL 
应 用 公式 (87) 芝 由 定 取 芋 乾 量 而 得 的 公式 ,可 得 
{i500 rT | (tt= 


-一 一 一 一 一 一 ~- 一 一 一 -一 


=- vat Bo] Oat Gate 人 Fa 
而 公式 (59) 可 以 改写 成 下 面 形式 : 
is DO) + | BC pa [Bp (eat (60) 


详 然 全 中 pW 及 tp 0 在 区 间 (一 0, 十 oo) 上 可 和 , 右边 当 
”Y > 一 oa 及 当 w 玉 十 oo 时 有 极限 , 就 是 说 ,| 更 (c) 1? 当 ww> 十 oo 及 
当 % > 一 “= 时 部 有 醒 当 ,而 弃 然 BCv) E.5s, 由 此 可 知 这 两 个 檬 限 
都 应 当 是 雳 , 就 是 说 (653) 成 立 、 各 下 , 和 如 果 (8) 必 于 上 述 的 绕 性 
簇 , 那 末 概 有 殿 条 件 (58) 必然 满足 ， 现 在 在 1 上 定义 微分 运算 子 

DE{z) =iyg(8), {61) 
上 进 的 线性 徐 了 我 们 用 区 巧 表示 。 应 用 傅立叶 变 搞 ,比较 缕 性 修 
i{D) 及 1(4), 其 中 4 是 运算 子 (62)。 兮 


a NN Ge tt eR 
Wa yO, hlo) = | i ed (62) 


潜 中 本 扩大 1 总 中 任 总 画 数 ,并 分 部 积分 ,可 得 
VSD 一 加 (人 = = B( N)e®*] , (68) 


其 市 有 边 傣 (53) 当 入 co 时 趋向 于 堵 ， 关 且 是 在 整个 无 穷 区 册 上 
一 致 收 化 于 零 的 。 画 数 vte) 及 到 v(o) 在 无 穷 区 间 上 依 中 入 赵 
向 于 Za 中 的 醉 牙 由 (2) 及 轨 (w) [149] 。 因 而 在 凡 有 穷 区 闭 [一 4， 
二 四 上 一 定 更 是 如此, 而 此 外 , 在 这 样 的 区 间 中 wps( 全 依 中 值 收 
煞 于 % 轨 (*。 由 公式 (63) 可 知 对 了 一 切 证 够 大 的 入 及 任意 预知 的 
正 数 。, 不 等 式 | 


“ 
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[zx yo) ?ds 
”满足 ,而 人 留 痘 在 范 数 号 下 了 到 极 限 的 可 能 [9 生 梧 知 : 
{lop -we) larse, 
由 此 ,上诉 热 s 及 a 是 任意 的 ,可 得 
{lew — we) lar=0. 
就 是 县 ，ozg(o) 一 山 (2) , 艺 
| 站 
wo- | 0 d= - 声 -|~ iplt)eridt, (64) 
站 可 以 写成 下 面 形式 
T* (0) ~ 二 2" 人 tp) =f, (6 有) 
而 既然 T"(ip) E Da, 我 们 省 出 不 只 是 Fe) E Da 而 且 sy(e) EDa， 
就 是 能 f(z) E14)。 
现在 证 明 , 如 果 f(z) 是 1(4) 中 任意 夯 数 , 那 末 (7) ELCD)。 
解 然 了 (@) 及 他 (2) 居 于 了;, 可 以 作 人 (月 及 下 (af)。 留 意 (65); 合 


i 
A Ahr A nent gi 

ip(o) Tf) = | eridt, : 
再 引入 夯 数 os(2)， 全 宅 在 区 间 [0, 员 . 上 等 于 1, 而 在 这 区 间 之 外 
等 于 堵 。 壮 末 


人 (wa) Pa -高 | ertdi= 二 二 (tru Ss 1) 5 


饭 然 么 范 喘 像 严 不 改变 数 积 , 可 访 容 成 : 
,[* Sep ,I 
外 ?OEE 00) 7 

留意 (66) 中 第 一 公式 , 依 f(w) 在 区 滴 (--co, 十 0) 上 的 可 和 性 ， 


(ei — 1a 
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[462] , 可知; 
* $0) -~ 和 | f(D, 


可 以 把 上 沁 公 式 改 写成 下 面 形式 : 
i ola= i 6(0) —+ow), 


由 此 可 知 多 (w) 与 g(w) 由 公式 (687) 联系 着 ,就是 襄 ，Biw) EV(D)。 
由 (65) 可 知人” 把 信 D) 中 性 污 元 多 揣 局 成 4) 中 的 元 f, 而 刚才 
我 六 证 明王 把 上 以 4) 中 的 尾 管 元 了 映像 万 1LB) 中 的 元 殉 。 和 如此， 
在 i4) 及 1(D) 之 二 建立 了 一 对 一 的 对 应 关系 , 其 中 全 把 1(4) 映 
你 到 六 加 中 ,而 TY 把 性 驴 映 像 和 到 志 4) 中 。 焦 从 式 (66), 由 J 人 2) 
济 wf (wm) 的 姿 换 与 多 (z) 涧 ip (e) 的 次 措 依 泛 映 像 相对 应 ,就 是 谨 
. D=TAT*, (87) 
击 上进 车 果 可 得 下 烈 定 理 : 
”. 定理 9. 线性 灸 其 切 在 玖 i 到 处 稳 窗 , 而 运算 子 D 蚌 自 共 十 
运算 子 ， 傅 公 起 (67) 与 4 么 范 相 抵 。 
对 于 运算 子 卫 的 遇 渭 曾 数 0 2 公式 多 =TGNT 成 立 , 其 中 加 
由 公式 (54) 定 义 , 所 以 可 以 写成 : 


SFE) = 去 网 [Cz coil | edy (88) 2 


郎 


如 Fo) = -元 mLPDerermg。 68) 


留意 (58)， 可 以 断定 ， 出 现 于 公式 《57) 的 积分 当 w > 一 co 或 42-> 
一 十 co 时 赵 问 于 一 表 (0) ,所 应 公式 (57) 可 以 写成 形式 


so-| ed 一 人 Ge (69) 
但 不 能 断定 9 (在 无 穷 区 岗 上 的 起 对 可 积分 性 , 而 上 写 的 两 积分 
应 当 了 解 碾 当 区 出 无 限 地 扩张 时 有 和 汐 区 旺 上 积分 的 极限 。 由 盆 式 


164、 才 点 说 的 情形 i03 


Dw= 一 语 定义 的 肖 闪 孝 运 务 于 DD 1 大 不 完 义 于 阔 个 上, 而 
只 就 那些 gp(%) 定 义 ,其 恢 公式 (57) 定 义 的 (2) 也 万 于 工 的 [1:1 
此 相知, 入 =0 属于 了 的 速 粮 讲 。 
如 果 作 灯 (52) 而 洪 罕 运算 子 (85)，, 那 末 运算 子 47Y* 将 是 运 
算 子 六 的 男 数 oaD) ,所 以 
wD)f YT) 一 高 | wt [fs Gye | ey (TO) 


如 果 we) 是 无界 西数 , 那 示 其 上 上 定义 这 运算 子 的 线性 签 可 由 K4) 
借助 于 运算 子 卫 得 出 。 留 意 上 二 的 无 穷 限 积 妨 都 应 当 了 解 成 依 中 
箱 收 伍 的 。 运 健 子 九 及 4 都 有 简单 圳 续 误 。 出 现 于 到 式 470) 中 的 
必须 满足 [161 中 为 Jo) 所 陈 进 的 条 件 。 

， 训 点 糟 的 情形 ”在 有 和 穷 区 阅 的 六 形 , 附 以 适当 的 极 恨 笑 
件 ， 0 引出 了 有 具有 就 点 汶 的 无 轩 自 共 屿 运算 子 、 疝 多 
根据 [158] 的 糙 果 , 米 作 一 些 总 的 说 明 。 裔 有 一 在 区 间 [z, 5] 上 完 
人 的 .规格 化 正 交 的 两 数组 

Dt) , Baw) ,~ TT) 
太一 列 完 数 j; 2… ,这些 数 中 可 能 有 租 同 的 ,而 J 及 下 :fo 对 
做 相应 的 。 衣 为 , ha;… 是 庄 pj 中 的 不 同 深 , 丽 是 由 凡 等 于 7? 
的 毕 ps 所 对 未 的 本 (所 产生 的 子 空 由, 而 Pr, 是 在 五 中 的 投影 
运算 子 。 依 公式 
一 总 Pr, 

定义 轴 影 运算 子 2。 十 是 得 -一 主音 位 元 秀 解 ,与 自 基 是 运 算 子 
相应 , C 具 有 穗 点 谱 , 门 固有 西数 其 (71) ,站 固有 值 是 入, 而 Pz,=: 
一 .一 4s-0。 如 时 一 切 px 位 于 一 有 和 益 区 竟 上 、 那 未 0 是 有 界 远 
第 了 予 。 在 相 反 的 情形 下 , 它 是 无界 运算 予 , 定义 于 六 性 徐 1(0) 上 ， 
而 后 者 是 由 fc, 5] 上 .5 中 的 画 数 


oC ( 避 las<+oo (人 
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组 磋 , 但 后 孝 沿 满足 
Sn?'ari?< 十 co， (78) 
而 必 2) 中 的 收 化 应 了 解 为 依 中 值 欢 黎 。 如 果 
Ex)ELOCO)， 
尖 末 
CD) 一 > only Bi (2)o (74} 


收 区 间 [0, 巧 上 的 空 季 二, 对 几 在 多 向 [0, 用 上 各 对 连 各 的 克 数 
(定义 运算 子 (61) , 其 导 丽 数 是 9 (z) Es, 并 满足 边界 条 件 

S01) =erE(0), {7D 
其 中 9 是 某 一 实数 , 虹 然 可 以 设 一 x<<0<w。 六 意 , 凡 在 有 益 区 且 
上 契 对 过 和 绫 的 丽 数 显然 属于 工 ， 而 在 所 给 的 情形 下 , 线性 艇 1(D) 
由 公式 (57) 所 表示 提 满 足 条 他 (75) 的 耳 数 租 成 , 凌 中 w(o) ED 。 
积分 附 有 条 件 (75) 的 初等 微分 方程 “ 

iD' vw) = (rm), 
可 每 所 窒 运 算 子 的 轩 有 值 及 固有 页 数 

k= —0—26r, Br(w) =e i 《76 
(f=0, +1, 士 2;…)。 

留意 当 09 一 0 时 jwo==0, 其 他 网 和 0。 和 如 毕 030; 则 一 切 天 0 。 
了 中 全 意 夯 数 ./(o) 依 表 Bi 人 2) 的 情 立 叶 采 数 时 然 与 隐 数 (rc)e-* 
依 组 et 的 情 立 时 系数 相同 ,而 钱 然 后 考 是 完全 组， 末末 (76) 也 
是 完 休 租 。 八 Q 是 依 上 述 方 式 与 这 完全 组 相应 的 自 革 屯 运 个 子 。 
期 它 对 于 满足 条 伞 (73) 的 元 


十 oo 和 co ‘ 
SO) Slaw (lost), 7) 


都 定义 :而 对 于 这 些 元 ， 


了 和， 楼 点 湾 的 情形 EOFr 


We 一 -一 


CG) = 8 nie ier (78" 
我 们 证 明 7(0) 与 1(D) 相 合 , 且 0 与 号 相合 。 度 于 (2) EUO) ,就 是 
表 @(2) 由 般 狼 (77) 定义, 并 满足 条 件 (73)。 和 留意 。 
EA TS 到 [Iont 放 直 
是 条 件 (73) 满 是 , 而 由 去 宜 成 的 毅 数 收 钱 , 因 yw 由 到 式 (76) 害 
义 , 可 知 由 ]ax] 本 让 的 吉庆 所 以 航 数 (77) 在 区 则 [0, 切中 多 
对 并 一 致 妆 仇 ,而 
5(0)- Sa, . (78) 
此 外 ,留意 (78) , 可 以 作 中 的 责 数 : 
9 他) 一 一 3 drawe-te, 
并 设 上 写 般 数 是 馈 中 值 收 煞 的 ;然后 ,既然 有 可 能 逐 项 积分 这 一 - 堵 
数 [59], 并 留意 (79) , 可 得 公式 (57)。 按 输 条 件 必 8 成立, 是 因为 
航 数 (77) 依 上 渡 情 形 收 铬 ,而 且 每 个 丽 数 c+ 满足 这 条 件 。 如 此， 
由 人 TG(w) E1(O) 可 知人 (8) EKD)。 留 意 上 述 推理 郎 便 在 wue=0 的 
情形 也 成 立 。 现在 发 宙 (w) EL(D) , 考察 roz0 的 情形 。 对 于 出 
现 于 公式 (61) 的 画 数 p (w) ,可 以 写成 
Po) 一 ， 下 es2 ( 革 12t2<+oo) (80) 
并 积分 之 ,得 


Lr ,之 . Ge-insz 6 (mw= 


by 
(el) 


由 此 直接 可 知 or 满足 条 件 (73)， 因 此 航 数 (81) 一 致 收 仇 。 这 漫 
数 的 和 满足 条 件 (75) , 因此 常数 0c 等 于 泌 , 而 F(z) EC)。 在 
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j=0 的 清 形 ， 由 0- 0 叶 的 条 做 (7 5) ;大 由 (57), 下 知 te 一 0 重 在 
有 公式 (81) 中 党 泊 no 如 此 ， 线性 入 
[0 及 玉 DD) 相合。 各 果 Bit} 局 于 这 钱 性 簇 ， 关 来 康 用 等 式 gx 一 
一 一 Sr) ， 及 公式 (80) ， 可 由 


了 BO) 一 2 人 0) 一 ， > bho 2 Glee HT CP {LD), 


”就是 说 卫 与 0 是 同一 个 运算 于。 于 是 得 出 了 下 列 定 理 : 

定理 10” 洪 察 在 区 沿 [0, 如 上 绝对 建 楼、 满足 条 件 (76)、 工 
在 La 中 有 导 两 数 的 功 数 所 租 成 的 线性 谋 。 定 义 革 渤 办 性 禾 上 的 
运算 子 (61) 是 共有 纯 点 说 的 白 共 趣 运 算 子 。 基 硬 有 有 信 及 辐 有 本 数 
虫 公式 (76) 密 义 。 夭 件 (73) 万 是 由 航 数 (7 站 定义 的 元 属于 LD) 的 
充分 必 可 条件, 而 如 果 这 条 件 满足 , 那 末 DEB(z) 由 般 数 (78) 宕 义 ， 
而 级 数 (77) 在 区 则 [0, 也 上 上 经 对 井 一 至 地 收 襄 。 

上 面 的 尘 论 也 迁 用 于 高 阶 的 微分 运算 子 。 洗 察 区 沿 [0, 1] 上 
二 阶 返 算 子 沟 最 箭 坚 情形 : LE 

DB{w)= "Iz, Be (82) 

其 中 人 Di 内 下 面条 件 定义 ， 闻 多 (个 及 多 (2) 在 [上 引 对 妹 
篇, DD" (4 EL,， 芽 注 中 近 给 条 件 


全 (0 一 EU) 0。 (83) 
诡 数 YuP 过 是 在 区 沿 [0, 41 上 溃 缕 的 、 和 线性 符 D1) 出 会 式 
Bly) -| ye gd Jdytav; a= -| [ih pO joy 


定义 .而 D(z) = g(r) Fg(o)V (eg)。 设 poi 及 三 (人 e) B=1, 2,..) 
是 运 算 子 (82) 的 固有 值 及 加 有 丽 数 ,并 附 有 条件 (88) , 其 中 国人 
撤 [IV399] 租 成 完 从 组 ,而 可 衣 彩 不 是 固有 有 值 。 用 Gte, 分 袁 示 运 
算 子 (82) 在 边界 条 件 (83) 下 的 格林 画 数 , 可 以 断定 , 对 于 8LDD 中 
的 剑 亲 二) ,由 方程 DG(o) =f'z) 可 得 


C1 
Bt) = — l Gig, of (Wady, ‘84) 


而 友之 , 对 于 5s 由 的 任意 .tey , .上 写 的 (2) EI1(D4) [ 雁 逢 TV 
87]。 和 如 果 5 臣 j(%) 的 傅立叶 系数 , 那 末 04 一 B41jpon 是 由 公式 (4) 
定义 的 而 (%) 的 依 立 叶 系数 , 而 它 从 显然 满足 条 件 (73)。 反 之 ,如 
果 a 注 是 条 件 (78) ,而 以 骤 数 (74) 定义 Pto) ， 那 末 由 圾 数 (7 公证 
义 的 多 (wo) 焦 公式 48d4) 训 用 ,Jo 表示 ,并 周 于 区 Do 。 如 此 ,在 所 考 
虑 的 屋 形 中 ，D; 也 是 只 有 郝 点 王 的 自 共 邢 泛 算 子 ， 而 公式 (84) 定 
出 其 省 迁 筑 子 D7?, 定义 于 整个 上、 
165. 积分 运算 子 考察 区 殉 [a, 5] 上 的 积分 运 禾 子 , 涉 核 是 
KK(w, Y) ,满足 条 件 
Ky, et)=Kir, 9), 86) 
且 . 
E(w)=| Kle, WW Wy<+o0, (K(g)>0) (86) 
对 于 [&, 看 中 的 2 珊 焉 成立 。 相 应 的 运算 子 
vo) =KYCD = Kn, fy) oy, (87) 


， 对 [e, 5] 上 中 那些 了 (w%) 所 粗 成 的 线性 租 7(K) 有 定义 ,只 遇 
了 (使 公式 (87) 所 定 的 9 (2) 也 属于 Ls。 像 红 461 中 一 样 , 我 们 再 
来 考察 Ts 中 合乎 下 烈 条 伯 的 面 数 .F(e) 所 粗 成 的 线性 乒 

[Kw Molaz<+eo。. ‘88, 
我 们 已 经 知道 , 黎 性 条 ! 是 在 I 中 处 处 秽 密 的 [L456]。 现 在 

-要 证 女 , 如果 (2) E71, 其 宫 更 加 会 电子 KR) 。 由 此 顺便 可 以 瓜 
出 :1K) 在 中 是 处 处 稠密 的 x 我 们 可 以 写 出 : 

ip OP=[ Eo, Way | Keri 
因 锁 
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io as [IEG Eig dN! FD layatz, 
(89) 
所 以 只 要 证 虹 有 边 的 积分 , 无 论 讼 什么 交 序 米 积 , 都 是 有 穷 值 的 8 
傅 千 伐 尔 共 不 等 式 : 
上 [K(w,)) [EDiaes||. Kis, y) 5 [Kw, #) ae B= 
=K KO, 
于 是 ,(89) 的 右边 不 大 于 下 询 琵 和 
| Eig KO YO a 
而 这 乘积 是 有 有 劣 值 的 ， 因为 Ye) El。 用 4 了 (2) 来 记 妈 式 (87) 
在 线性 生 ! 上 所 完 的 那个 运算 子 。 不 难 证 明 这 是 个 对 称 运算 子 ， 
部 
La a wear b b ~ 
{i Fee. rowaw ot ea- [| EF(o, Wot ds] f(ay, 
(90) 


只 娶 闵 x) 及 wiw) 属 于 4 同时 

Lr wot)do= [KCy, oole)de 
作为 y 的 面 数 ,显然 是 属于 Ls 的。 为 证 明 (90) ,只 要 证 明 积 分 

fx, W170 on) ayes (9D) 
不 葵 依 什么 次 序 来 积 部 是 有 劣 的 ， 我 们 先 依 :来 积 ,大 应 用 他 伐 
尔 畜 不 等 式 ， 可 知 上 式 不 大 于 

fed fF (0) |f(8) lde, 

话 这 个 种 的 数 苇 是 有 和 劣 的 ,因为 了 (2) El1。 


由 公式 7 定义 于 线性 做 1 上 的 对 称 运算 子 4 决 不 是 自 洪 乾 
Te :其 有 共 塌 运算 子 4 的。 更 在 证 明 4” 与 而 一 公式 (87) 在 


165， 积 分 运算 于 509 


线性 答 KE DJ 上 所 定 : 广 的 运 和 子玉 重合 , 其 中 IK) 其 由 Ls 中 使 
p(w) EL 的 那些 了 人 组 成 的 。 改 对 了 中 的 所 有 了 (%) 公式 


~ [RG@, D7 a lot) 7) 宁 丙 加 C92) 
成 立 ,其 中 okz) 及 az) & Ls。。 我 们 所 要 证 明 的 是 
oo ={ Ko, Wolo)dy, (93) 


由 此 也 可 以 得 出 (lw) EL)。 以 上 在 证 明 积 分 (94) 为 有 穷 对 ,我 
们 只 用 到 画 数 foz) 属于 这 一 事实 。 故 〈95) 左 迪 的 积分 可 以 改 
变 各 分 次 序 , 于 是 藤 式 可 改写 为 : 


fr@| oo | Ee DoWay ie-0, (94 


由 [14 四 定理 6 的 证 明寺 程 , 立 部 可 知 方 括号 负 的 差 应 等 于 零 , 了 于 
是 便 得 到 (98) 。 友 之 ， 天 w(z) ER 而 oo) 由 公式 (93) 者 示 ， 
出 出 以 上 的 让 自立 序 可 知 公式 492) 成立。 上 醒 这 些 论 让 使 我 们 得 
到 以 下 的 定理 : 

定理 开 ， 设 及 (yw)= 民 (w; 切 且 牺 件 (86) 满足 。 裔 了 是 
[a, 中 上 成 中 会 手 条 件 (8S) 的 那些 (2) 所 组 成 的 缕 性 竹 , 而 !(Z) 
是 z2 中 使 公式 (87) 所 定 的 Yo) 仍 略 于 工 的 琐 些 曾 数 ,2O) 所 棚 
成 的 线 必 能 。 汪汪 你 7 在 用 中 处 中 处 处 到 家 而 具名 合计 线性 角 


le pg ah rot i PE fei 


由 同 江 定义 站 1 上 的 汉 算 于 。 这 时 4 是 对 移 运 算 邓 、 且 4'= 
=K, 


K 为 自 闪 者 运 亿 子 的 必要 条 件 , 乃 是 他 为 对 徐 运 算 子 ,和 入 

式 

[ze onan J =| [| Fy, ot ar] (ea 
(95) 
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应 对 (六) 中 的 一 团 六 vw) 及 ne 现在 率 证 明 这 出 是 使 大 为 
下 0 I 训 实 .[, 训 对 I HE 的 一 -二 Jo 有 


其 中 ofe) 及 ow (2) 都 属于 IT。 我 们 要 证 明 的 是 : ww) EF) 
公式 (93) 成 下 ,同时 ,根据 民 下 ?的 定义 ,只 要 狂 阴 193) 就 链 了 。 自 
(93) 减 去 等 式 (95) 并 注意 (85)， 可 得 (94); 而 由 于 Poe) 是 任意 先 
自 1K) [ICE) 双 包含 1, 故 由 此 可 得 (93)。 于 是 , 瓦 为 自 共 坦 运 
得 子 的 必 棍 且 充分 条 件 是 : 对 于 1( 尺 ) 中 的 任意 f(z) 及 ofc)， 等 
式 (95) 成立。 - 

拷 们 举 出 报 在 无 雾 区 由 (~ sey 十 cx) 上 侠 要 于 普 时 的 自 共生 运算 子 的 儿 
个 简 时 例子 - 融 9 扫 是 瑟 中 的 实 值 禹 区 数 ， 定义 于 所 蓝 区 天 上 ， 而 是 
Za 中 竺 一 商 数 。 配 他 (有 一 7” (9) 及 耳 ( 科 ZT*(f)。 人 如 (让 是 实 鸭 数 , 因 g(t) 
是 实 值 售 丙 数 。 我 们 可 以 号 周 [149; 
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而 由 于 (1) ETa 及 F(t) € 乘积 G 人 了 P( 志 在 区 间 ( 一 co， 十 ce) 上 是 可 
和 的 。 规 也 是 三 中 使 G(H)P() 仍 民 也 工 的 那些 画 数 产 人 t) 所 组成 的 线性 
找 。 我 们 在 5149] 中 看 到 ,对 于 Ls 中 在 区 眼 (~ "，+ ce) 上 可 和 的 所 有 页 数 ， 
公式 (I42) 起 示 它 们 的 体 立 时 灾 换 。 于 是 在 蛮 性 络 11 上 (96) 前 右边 就 是 
T(G) ,故人 2 应 及 于 工 2 。 再 活 公 式 (096) 的 中 并 部 分 , 便 可 知 在 线性 簧 世上 
上 援 9(z 一 幼 的 积分 运算 子 (这 困 如 是 条 映像 ”后 得 用 的 )y 与 乘 以 如 中 
的 画 数 全 (全 这 一 迁 算 么 范 想 拓 ,因而 它 是 个 自 共同 运算 子 。 青 提要 一下, 我 
全 用 ?CE) 来 沁 由 适合 下 列 条 件 的 画 数 了 (xz) 及 三 的 线性 徐 ; 这 种 了 (zx) 局 
从 式 (96) 所 定 前 p( 轨 也 民 于 I 。 由 上 这 办 是 ,我 们 只 能 推出 站 包含 在 (KE) 
中 。 但 可 以 证 了 明 及 与 1(X) 重 合 。 小 一 褒 新 与 下 一 租 电 是 等 效 的 : 湛 公 式 
《9 中 由 的 pb2) € Ly) 居 如 (有 科 玉 (和) CE La。 之 所 以 与 1 及 ) 和 重合 ;是 由 于 不 
可 艇 引 展 自 共 顽 运算 子 而 义 得 出 自 兴 见 运算 于 。 底下 将 证 明 这 样 的 扩 性 是 
不 订 能 的 。 因 此 , 车 g(t) 是 工 ,中 实 信 候 疯 数 , 则 以 9(2 一 4) 为 撞 的 积分 运算 
子 力 是 线性 符 ! 瑟 ) 上 的 自 赤 过 运 算 子 。 
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166. 对 称 远 算 子 的 封 骨 我 们 现在 讨论 扩展 已 知 对 称 汉 算 
子 而 不 损失 其 对 称 性 的 轴 题 ,并 研究 可 能 不 可 能 得 出 这 样 的 自 共 
章 运 算 子 。 这 里 仍 如 内 往 , 恨 定 线性 答 区 4 在 五 中 到 处 稍 密 。 如 
打 4 是 非 阿 的 运算 子 , 纱 未 扩展 它 的 第 一 步 白 然 是 封闭 它 。 光 罕 
各 性 笨 W,V 是 由 中 满足 下 列 条 任 的 庄 2 糙 成 者 ， 印 7 存在 ld) . 
中 的 元 序列 2%， 使 2. 坟 3%, 而 dz 也 有 极限 ,小 示 成 2', 就 是 说 
Tn} AvS ri . (97) 
我 们 证 明 ，z 完全 由 元 % 决 定 ， 就 是 税 , 如 果 存 在 1C4) 中 的 另 一 元 
序列 和， 使 2. 坊 % 而 A451.=32', 形 末 与 2 相同。 事实 上 ,全 加 = 
一 祝 一 0 嘟 末 .EA) 2 地 90) 而 4z 歼 7 一。 多 然 4 是 对 称 
的 ,，(4z, 0 = (2 A4w) 对 于 以 4) 中 的 尾 剖 鸭 成 立 , 取 甚 极限， 
(2 一， wD) 二 0, 于 是 为 恤 罗 狠 成 在 刀 中 到 处 稠 审 的 线性 往 , 可 知 
v' 一 乡 一 0, 这 正 是 所 要 就 的 。 如 此 到 式 人 97 在 ! 上 完 义 了 一 个 法 
算 子 vw 一 有 442。 由 于 4 的 分 本 性 ,可 知 A 也 是 分 配 运算 了 于。 又 如 果 
ZEE4) 那 未 在 公式 人 7 中 可 以 取 一 切 刀 等 于 2, 而 得 一 4% 一 
”= 有 Uz, 就 是 脱 本 确 景 4 的 扩展 (如 果 '`4 是 闭 的, 那 末 立 与 4 胡 
何 )。 如 果 “ 及 4 属于 办 就 是 咒 属 于 【CT) , 那 来 在 等 式 (dzo， 
g) 一 (2 A9.) 中 取 极 限 ， 醋 得 (2，2) 一 (人 ， 就 是 避 , 本 也 . 
是 对 称 运 算 子 。 我 们 证 明 也 是 闭 运 算 子 。 设 凡 是 7? 中 的 元 序 刘 ， 
且 an<3u Ten 必须 永明 ;VEP， 而 过 =.4u。 了 有 由 ! 及 了 的 定 
义 机 知 存在 14) 中 的 范 序 列 各 , 德 j 加 一 天 二 训 ， 1 且 一 4 由 垃 2n， 
其 中 sr0， sw->0。 由 公式 电 一 刘 氢 1u 一 如 | 二 js 一 直到 | 一 
一 A 一 A 十 A 一 A 可 知 击 于 V， A 就 是 总 
EW, Aw=w。 由 4 浏 各 的 运算 ,以 及 运算 子 4 本 身 ,平常 里 做 
妆 的 料 阳 。 我 们 证 明 ， 封 阴间 不 改变 共 耗 运算 子 , 就 是 说 (4)"= 
一 4"。 土 面 蕊 知 妊 GE 才 , 因此 (4) 三 4 而 为 了 证 明 我 们 的 断 攻 ， 
吴 须 永 盟 扩 必 4 中 的 元 旋 于 MK)。 分 了 是 区 4) 中 任意 元 。 存 : 
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在 iCA4) 申 元 应 交 mh， 使 2 8 42 一 4 仿 共 胞 运算 子 的 定义 ， 
(dv, 有 一 Cr .40)， 取 性 限 , 可 得 (aa = 地 4*9), 由 此 训 
知 . 傅 并 4 的 定义 , ELGCd)。 
注意 , 与 自 共 就 运算 子 的 情形 (157) 一 样 ,对称 运 算 子 的 固有 
值 都 是 实数 ,而 如 果 运 算 子 是 峙 的 , 轩 与 一 定 思 有 值 相应 的 问 有 元 
超 成 子 空间 ， 
167. 闭 对 称 泛 算 子 的 扩展 ”在 下 面 研究 4 的 扩展 时 ,将 融 4 
是 六 对 称 运算 子 。 现 在 证 明 丙 个 对 了 于 以 后 复 重 要 的 划 本 定理 。 
定理 1. 依照 公式 
~ (ATiH)S, (98; 
2 二 (A—iV}»， (99) 
元 2 息 成 的 线性 铸 44) 被 一 对 -一 地 各 喘 像 测 两 个 子 容 图 五 (4 及 
3304 去 : 工 忠 如果 多 与 4 是 这 些 子 空间 中 的 元 ,站 夺 号 攻 4 
z=U{y), (100) 
把 五 (4) 一 对 一 地 映像 碘 工 :(4)， 并 日 这 一 映像 保持 范 数 及 数 积 
不 变 : 
[Dyk= lyl; 《De Uys) = (Ys, Ya)o ”~ A014), 
因为 
{ATiB a = (AiB)s, (A+iB)Y) = 
= (dz7， 40) 十 ia Ag) ~ ide, 2) + (vr, 2),， 
依 4 的 对 称 性 ,可 知 | 
CATtiB)ol= Ar)*+ lol (weElCA)), (1027 
现在 证 明 , 不 同 的 zx 在 素 式 (93) 中 定 出 不 同 的 y。 如 果 江 4) 中 不 
同 的 入 及 % 定 出 同一 个 y, 那 末 其 差 2 一 wj 一 wv 定 甩 gy 二 0, 而 应 - 
当 诈 角 , 由 (总 二 i 诏 )z=0 可 知 2 一 0。 但 这 上 由 (102) 并 楼 可 以 得 出 ， 
因为 14zj 无 花 如 何 是 养 人 的。 如 此 ,公式 (98) 把 MK4) 一 对 一 地 丙 
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像 成 一 个 禄 竹马 五 (4)。 现在 证 明 几 是 半 的 ， 就 是 说 , 宪 是 子 窒 
肌 。 设 包 == 二 到)@=Y。 应当 证 明 yELi(4)。 因为 加 一 加 一 . 
一 (好 十 良 ) (一 恢 (102)， 全 8 二 wi 一 ty) 可 知 [和 一 加 | 
“二 | 一 mwl ,但 由 y==9 可 知 当 无 队 地 培 大 爷 及 也 时 | 一 加 | 一 0， 
从 而 直上 面 不 等 式 可 知 这 时 je 一 oo 一 0, 就 是 说 序列 m 自 收 均 ， 
所 以 存 宪 元 便 oo。 如 此 ;2 瑟 5 向 (4 十 到) 一 %=>y， 访 是 
说 opta 而 Ao.=9y 一 if, 恢 要 的 阴性 ,由 噬 可 知 XE 人 A) ,而 A%= 
=y 一 iw, 部 (4+i 如 )z=y， 就 是 襄 YE (4)，, 小 正 是 所 要 十 的 。 
同 粹 ,由 与 公式 (103) 相 似 的 惨 式 
Ai sl2= Arl+ vl? . (1021) 

”可知 公 趟 1099) 把 K4) 一 对 一 地 映像 度 某 一 子 空间 工 4(。 取 9 
及 2z, 各 侠 (98) 及 (99) 与 同一 元 > 相应, 那 来 (100) 是 一 完全 确定 
的 分配 陕 像 , 把 五 (4) 一 对 一 地 变换 成 (4) ， 而 公式 (102) 及 
(023) 可 以 写成 形式 : lv? 一 1 4w12+ 上 eb, | 一 [4 十 ze 全 就 
是 说 <=j9, 印 j0g= 1。 公 式 (L0D 的 第 二 让 与 在 么 臣 运 算 
子 [I21 畏 形 的 证 明 完 全 一 样 ,于 是 定理 证 明了 。 

注意 ,如 果 要 是 自 共 堤 返 筑 子 , 那 末 , 黎 然 士 ; 是 4 的 正 划 点 ， 
(四 及 L(A) 与 开 烛 合 吕 03j, 而 口 是 么 范 映像 。 如 果 上 述 两 
个 子 空间 ,或 到 少 臣 中 一 个 ,不 生 及 相合 , 苯 末 0U 疆 常 时 做 等 距 运 
算 子 , 就 是 说 , 定义 于 基于 容 沽 也 并 牛 巧 一 对 一 地 四 途 成 号 一 子 
室 闻 上 站 保 择 元 的 花 数 不 变 的 运算 子 (从 而 思 供 持 数 积 不 变 )， 
运算 子 、 如 果 及 5 与 采 相 合 , 吵 末 TU 吓 定义 于 效 个 囊 上 的 
和 范 运 筑 子 。 肥 下 9 一 42 十 这 太 Uy 一 A8 一 i 论 汇 4) 一 对 一 -地 
符 变 招 成 了 工 f4 及 开 404)》， 征 由 此 可 得 公式 


1, + 2 
一 - 一 各 sa (1 ; 
T= UD; Av=5Y+UN, 


4 - 部 癌 讨 荐 蔚 代办 dd 


其 中 第 一 武 反 1 工人) 一 对 一 地 映像 成 所 4)。 各 果 把 4 2 省 肥 2iy， 
这 仍 不 改变 缕 性 签 五 (4)， 那 未 可 得 较 简 的 公式 

w=y— Uy; (108} 

Av=i(y+ Uy), ‘404) 

ww 式 扒 五 (4) 一 对 一 地 映像 成 作 4) ， ee 

登 由 公式 民 03) 决定 的 缕 性 狂 在 五 中 古 到 处 稠 答 的 、 等 班 

2 避 叫 做 了 对 称 运算 子 的 饥 雷 映像 。 phd 

与 前 者 相 闭 的 定理 。 

定 瑶 2， 如 果 也 是 等 距 运 筑 子 ,把 子 空 钢 到 机 成 子 裤 因 二， 
并 (0 103) 对 属于 工 : 厂 的 yy 类 害 一 互 中 到 处 笛 密 拓 仿 性 入 1, 郑 未 闫 未 
肥 式 (0 在 1 上 定义 一 全 对称 运算 子 4, 这 时 UVU 是 4 的 晶 置 映 
像 :而 二 与 密 各 等 上 Dos) 及 了 -4)。 

首 先 应 当 证 明 , 及 式 (103) 对 于 五 中 不 同 的 9 定 世 不 同 的 x， 
就 是 浙 ,与 以 前 一 样 ;应 当 旗 明 由 加 一 yo=0 可 知 加 =0。 作 数 积 
(yo; 荔 ， 如 果 证 明 对 末了 中 任意 | 那 末 解 然 这 禾 
性 侍 在 雪 中 到 处 稠密 ,可 以 断定 加 =0 
oo 的 = Y— UY) = ei YW) — (gos vn, ， 
依 U 的 符 路 性: 
‘(os 2) = (Uye, Uy) — (yo Uy) = 
={(Uy% yo UW = (0, Uy) =0, 
这 正 是 所 妆 证 的 ， 有 了 ? 中 的 一 个 2， 依 么 式 忆 03) , 可 得 一 傅 定 
的 YEI', 而 依 公 式 (10 了 可 得 一 确定 的 4z。 如 此 作出 一 个 分 配 
运算 耶 4， 合 7 及 2 是 ! 中 两 元 ,而 及 % 各 是 与 它 簿 相应 的 
天 中 元。 应 用 史 的 等 些 性 交往 
Aw', o0 人 二 Do 网-Uy= 
= YO TU, Ni UV) —iUy', Do = 
= 这 To y") —i(y', Uy'"), 
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展开 Cw。 ATN) 一 《一 Uy, dy Uy )) 可 得 同 祥 糙 果 ， 租 是 中 
{Aw' ' Tw {2 9 4Av 站 + 凡 王 4 是 对 称 运 算 子 。 更 在 诗 明 入 是 著 
的 . 分 3; 是 7 中 的 元 ,使 


你 从 用 (105) 
应 当 诈 抽 ， “Et i w= dc。 用 多 表示 二 中 与 局 相应 的 元 : 
说。 Da 2 一 Uy,; A zi + Us) 9 (106) 


由 这 些 等 式 可 知 y 一 各 (48s 沾 i 性 直 (vw 十 iz)。 为 简 合 起见, 雇 
由 天 示 这 入 眼 ,可 以 断定 yE 1, 因为 L' 是 子安 汪 ; 责 Uy=3Uy， 
因为 UU 是 等 距 运算 子 ,所 以 和 (9 一 9 = 上 9 一 gl。 在 公式 (106) 
中 取 极 根 , 可 得 z=y 一 Uy 及 w=ily+09), 中 中 yEZD, 就 是 说 
4EL 而 人 一 dz, 这 正 是 所 要 证 的 。 最 后 , 昌 公 式 (108) 及 (10 把 
z 换 成 2iz 可 得 : . 
y= (d+ib)s, Uy=(A-—ik)w (weEN), : 
由 此 在 楼 可 得 0 基 4 的 饥 溺 映像 , 而 五 及 五 ' 各 是 (A) 及 
5_:(4); 定理 于 是 证 明了 。 
证 明了 的 定 :再 使 我 们 直接 可 以 就 明 扩 展 际 对称 渤 算 子 4 的 可 
训 狂 。 朗 五 是 这 祥 的 扩展 (与 4 不 相合 )。 这 时 县 式 
y= P+iD)s; 2=(B-iB)s 
的 右边 定义 于 线性 答 信 瑟 ) 上 ,后 者 较 54) 寅 广 ; 而 对 于 14) 中 的 … 
元 2, 这 两 公式 输 出 公式 (98) 及 (99) 右 边 所 和 痊 出 的 同样 糙 染 。 如 
此 , 子 空间 ZKB 友 了 工 B) 其 正 较 予 空间 五 (4) 及 上 _1(4) 宽广 、 
和 淹 如 果 用 信 焉 示 运 算 子 的 凯 需 映像 , 那 末 可 以 浙 定 ,这 把 五 (3) 
转换 成 工 -5 ,而 它 在 (4) 上 与 U0 相合 ,就 是 说 ,等 距 闯 算 邯 耿 
-是 等 距 送 算 子 叮 的 扩展。 应 用 定 漆 2 可 以 断定 ,反之 , 凡 等 距 运 算 
圣 避 扩展 而 成 的 等 距 过 弹子 矿 依 公式 
m=y— Py; Per=iy+Py) WELF)) (107) 


本 


£16 - 第 四 并 项 币 析 特 守 问 划 


十 出 j 对 称 运作 对 万, 而 B 是 的 扩 屡 、 仿 上 这 , 也 只 有 特此 途 
径直 可 以 得 到 4 的 扩展 ,使 扩展 得 出 的 是 六 对 称 运 筑 子 。 

如 杂 半 是 月 苹 旺 运算 子 ; 那 末了 Gd) 及 L(A 是 向 个 囊 , 天 
扩 屡 不 可 能 ,在 [1651 中 全 引用 了 这 点 - 

168.， 亏损 裤 用 开 :(4) 及 Nt4) 雪 示 蕊 (4) 及 上 -i:(4) 的 
补 空 钢 , 并 用 Pp 及 g 各 圾 其 ,(4) 及 履 .1(4) 的 维 数 。 如 果 , 比方 
襄 , 当 (4) 是 炎 个 五 时 , 那 就 没有 于 (4) , 而 我 们 算 做 2 一 0。 

如 果 Mi(4) 是 有 和 宅 杂 的 , 那 来 2p 是 其 维 数 ,而 如 果 M1(4) 是 
无 益 纵 的 ,于 末 2= co@。 数 俩 (2， 作 决 定 记 角 运算 子 4 的 元 指 
数 。 我 们 让 明 关于 亏 指数 的 一 串 简单 定理 。 

定理 3， 为 了 对 称 轩 运算 子 4 是 自 共 邓 的 , 必须 且 只 须 其 两 
个 过 指 数 等 于 签 。 

如 果 二 是 自 共 乾 运算 子 , 屠 来 ,我 们 在 [167] 中 也 知 ,公式 (98) 
及 (99) 把 天 必 喘 成 开 , 所 以 了 一 9==0。 反 之 , 识 p=Y 一 0。 这 时 
FT 及 了 id) 与 及 相合 ,而 0 是 么 范 返 算 子 (与 -一 样 都 定 
义 在 整个 吾 . 上 )。 设 (42, = 人 vw") 对 于 几 T(4) 中 和 的 x 瞩 音 。 
必须 证 明 vE2() ,而 w=4n、 依 (103) 及 (20, 上面 等 式 可 以 
改写 成 下 面 形式 : : - 

(十 这， 划一 人 一 DY 人) 


即 
i oO FE oy, 0) — (Uy, v*), 
出 此 , 彼 榴 么 范 性 ， 
Uw ivtit Ty) =0, 
而 既然 是 任意 的 ,可 知 二 诏 ==077(v? 一 记 )。 会 由 十 记 一 2y'， 
那 末 和 一季 一 2459 由 此 可 知 0= 久 一 0 0 = 多 y' Vy) ,就 是 
说 EL(4d)， 弄 信 =.40; 定理 起 明了。 
四 ”主考 注 : 在 茶 些 塌 中 ,此 3 为 一 赵 穷 基数 。 
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在 证 明 下 面 害 更 之 前 , 首先 殖 庚 等 中 运算 子 的 车 均 ， 与 在 么 
范 和 运算 予 的 情形 一 样 ,可 以 证 明 , 息 子 空 区 五 到 子 空 冰 工 " 的 等 路 
映像 可 购物 化 应 拒 五 中 完全 规 莉 化 正 交 组 ay %2，… 变 询 成 L" 
的 问 类 组 态 ， ys，… 的 肌 像 ,这 时 也 人 = 纺 (五 藤 是 可 分 的 ) 而 

U Pate = Paro > 
这 时 , 显然 , 或 两 子 空山 都 须 是 无 穷 杂 的 , 或 二 者 须 有 相同 的 有 答 
杂 数 。. 如 果 这 条 件 满足 , 邯 末 由 于 人 吾 标 沐 可 汶 随 已 选择 ;可 以 作 无 
穷 多 个 由 五 测 卫 " 的 等 距 上 映像。 如 有 一 -等 距 运 算 子 UU, 把 氏 (4) 
英 像 成 Ly(4) , 要 把 它 扩 展 , 只 能 异 添 圳 同样 多 的 必 于 如 ,(4) 及 
入 (有 4) 的 举 标 共 , 并 建立 其 间 的 一 一 对 应 而 得 出 。 由 这 些 考 虑 直 
WR 
性 不 变 ; 必 必须 目 只 须 运算 子 时 的 两 个 专 指 数 : 人 
满足, 那 末 有 无 状 多 个 扩展 。 为 了 可 能 扩展 4 有 虐 昌 未 四 迁 算 耶 , 必 
须 电 只 短 江 的 两 村 指数 六 同 [ 导 本 短 ) ,而 如 果 汉 条 件 泪 足 , 著 未 上 肚 末 
渡 的 扩展 存 闪 无 鼻 多 。 
”我 们 急 述 运算 子 4 的 扩展 的 一 般 程序 。 由 M.A) 及 3f_4t 人) 
中 各 分 册子 罕 疝 A 及 六 -| 来 , 伍 二 者 具有 相同 禾 煞 ， 作 一 由 丰 玫 
态 _ 的 等 中 运算 子玉 。 对 于 扩 谨 运算 子 B 作 子 宏 需 ECB) ,定义 
它 为 正 交 和 到 (Cd 十 了 = 五 ( 瑟 ) ,从 而 几 (B) 中 的 元 9 可 以 叭 一 
地 卖 示 底 形 式 y= 十 妨 ,其 中 ELCA) ,YE ND 扩 矶 等 中 
运算 子玉 由 公式 FY 一 CU TY ”定义 ;其 中 右边 表现 子 属于 、 
LA)TN 的 了 g et 是 Dr4) 及 六 .:。 售 
(108) ， 线性 位 只 了 ) 由 公式 z= Ty 一 Uy 一 Py = 一 Uy) 
十 WVy) 定义 ,其 中 (一 C0089) 基态 中 的 任意 元 ,9" 是 六 te 扑 : 
任 沪 苑 ,而 (Y' 一 了 Py") EN 。 把 这 事实 写成 形式 
a= tr Vy,o {108) 
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洁 全 一 样 ,公式 (104) 答 出 Bz=iy 二 09 ) 十 y+ 印 y"， 就 是 说 
Brn—Azxa tive Ti Ss,, > (109) 
如果 癌 及 不 3 坪 (4) 及 下 -1( 和 相合 , 肥 上 面 公式 决定 了 4 的 
自 此 瑟 扩 展 。 未 难 证 明 ,ze 吉成 和 (108) 的 形式 是 唯一 的 。 换 句 
话说 , 应 当 赵 明 , 如 果 和 (108) 等 于 霉 元 , 阁 灯 其 各 项 也 必 等 于 雾 
元 。 事实 上 ,如 果 zs 一 0, 关 来 Bws 一 0, 而 由 公式 (108) 及 (109) 可 
得 za 二 ww 一 了 ow, 二 0, 4o4 十 zw 十 ?Fw 一 0。 抬 第 一 方程 滋 上 2， 
并 与 第 一 方程 相 加 , 可 得 (4 十 各)ws 十 2iow 一 0; 在 上 写 的 和 中 第 
一 项 悦 于 五 (4) ,而 第 二 项 与 (4) 正 过 ,由 此 可 知 两 项 都 等 于 
过, 就 是 说 ,wu 一 0, 因此 了 zw 一 0, v4 二 0, 这 正 是 所 要 让 的 。 
如 果 两 气 指 数 中 有 一 个 等 于 雳 ,而 另 一 异 于 雾 , 那 末了 4 流 有 并 
对 称 扩展 ,而 这 样 的 运算 子 叫 做 极 大 的 。 联 系 着 这 一 名 润 , 自 共 珀 
运算 子 弃 然 是 两 号 指数 都 等 于 零 的 , 因而 就 时 做 超 极 大 的 。 局 4 
的 亏 指 数 是 (1, 1 , 琢 是 说 , 子 空 间 Mi(4) 及 了 -Cd4) 乔 是 一 亲 的 ， 
蔽 vo 及 wo 各 是 这 两 实则 中 范 数 相 同 的 两 元 ;从 而 其 中 的 元 者 可 
分 别 表示 成 形式 4 一 age 及 包 =auo, 汇 中 5 是 任意 复数 。 疏 乡 晤 
区 疝 0 过》<2ez 中 任意 答 定 的 实数 ,公式 六 (gvo) 一 eeaioo 定义 有 
一 个 由 天 ,(4) 到 下 (4) 的 等 焉 碳 像 ,把 这 映像 添 力 到 映像 Z 上 
去 ,而 0 是 把 避 (4) 变 换 成 上 .,( 人 4 的 ,可 得 么 范 运算 子 术 ; 由 公式 
(108) 及 (109) 定 义 出 一 个 自 其 二 运 算 子 也 , 而 这 一 B 依从 于 上 面 
数 妖 的 选择 。 如 果 4 的 亏 指 数 是 (2, 2) ,车 末 选 择 ML4) 中 相互 
正 交规 格 化 元 人 H， vs 及 戏 -;(4) 中 的 相互 正 交 规格 化 元 tm 及 wh 
就 可 得 
exeoz 十 aag2) 一 ba (Cat 十 加 aa03) + Gs (Garr0r + toorwa) 
起 中 du 是 一 杀 容 阐 中 的 某 一 么 范 映像 的 元 。 补 充 等 下 哑 知 巡 睁 
么 范 的 站, 可 依 公 式 (108) 及 (109) 仍 得 自 共 二 运 算 子 4。 
再 迹 明 一 定理 , 答 出 子 空间 Mi(4) 及 到 4) 的 新 特征 。 
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定理 5. 四 是 过 第 子 4 的 与 固有 信义 = 损 应 的 加 可 郊 
三 成 的 子 实 半 ， 狐 是 渴 ; 方程 4's 一 沁 的 解 的 子 窗 则 ,机 从 .4 
是 再 稳 4 如 3 一 这 的 解 的 子 容 出 。 

注音 茎 然 4 是 闭 运 贷 子 ,与 它 的 基因 有 做 相应 的 固有 元 所 犁 . 
让 的 线性 往 是 闭 的 , 就 是 说 它 是 子 空 沿 [57]。 子 窒 间 3 的 
元 的 特征 乃 基 对 于 714) 中 的 任意 Ww 2 与 (4 有 zw 正安 ， 就 是 
驹 、 它 的 特征 是 (C4 十 级)#,v) =0, 这 可 以 改 寻 成 下 面 形 式 : 
(Ax, D9) 二 (viv) ,其 中 4 是 忆 4) 浊 的 任意 元 2。 优 4* 的 定义 ， 
上 面 等 式 就 意味 着 0E1(4") ,而 49=wp, 于 是 定理 中 关 汪 . 
和 (4) 的 断 庄 已 证 明了 。 用 同样 方法 可 证 关于 及 -1 的 汤 语 。 于 
定 带 的 证 明 可 知 有 异 于 雾 的 亏 指数 ,这 是 由 于 运算 子 .4 社 1(.4 
中 已 不 是 对 称 的 , 填 有 固有 信 二 i。 

可 以 取 上 秆 平西 的 任意 复数 入 及 鞭 共 顽 数 入 以 代 务 十 $4、 这 
时 到 式 

y=(A4TAE)m; sg (4+iEN) 

是 足 54 成子 空 间 (4) 及 五 (及 的 一 对 一 腕 像 , 而 z=Ugy 是 由 
第 一 子 宏 策 到 第 二 个 上 的 等 距 映 像 。 补 子 空间 型: 及 失 : (和 4 
是 方程 A’*w== 一 ha 及 42= 一 2 的 僵 的 子 空 山 。 上 面 的 寺 论 均 
仍 有 效 , 关 可 以 证 明 ，4C4) 及 :4 的 蕉 数 不 依 从 于 的 选 
择 。 

169. : 共 划 运算 子 在 定理 5 中 姥 训 了 所 相信 的 子 空间 与 潍 
坦 运 筑 子 朋 的 联系 。 现 在 激 底 地 识 明 线性 香 14 的 构成 及 上 全 与 
4 之 岗 的 联系 。 用 wm 及 2 各 表示 克 d4， 开 Cd 及 用 -id 
审 的 任意 元 ,下 面 定理 戌 立 ， 

定理 人 ， 公式 : - 
人 全 一 季 5 十 知 十 人 -. TtG》 
定 出 了 线性 狂人 dy 并且 


E29 总 轿 光 惑 相 特 和 各 论 


Av= my 4 ip: iv to {111) 
见 以 4) 中 的 元 由 公式 (110) 叭 一 表示 。 

新 然 么 是 二 的 扩展 ,由 定理 器 座 接 可 知 月 《10) 定 出 的 元 
2 眉 于 LA) ,用 至 式 人 了 成 立 。 现 在 证 朋 由 下 式 (10) 唯一 圾 
现 , 就 是 识 , 由 

04 十 全 十 了 -一 0， (112) 
使 可 知 其 中 各 项 都 等 于 迁 元 。 

使 用 运算 子 4* -于 Ti2) ,可 得 da 到 一 12 二 0, 再 羽生 
(112) , 并 与 上 上 面 等 式 相 加 ,可 得 (4 十 i)z4 十 2iw4.= 0。 这 等 式 左 
支 两 项 相互 正 交 ,因此 它们 者 等于零; 就 是 说 x: 一 0。 网 梓 以 (一 外 
染 \11) 可 得 > 一 0， 而 由 于 以 12)，24 一 0。 璋 下 的 是 要 病 明 凡 
(4 ) 中 的 元 可 以 凌 现 成 (410) 的 形式 。 这 样 的 元 的 特征 乃 是 对 于 
一 切 14) 中 的 名 每 式 (4z,29) 一 2") 成 并 ,而 依 民 03) 及 104)， 
《十 Da 0) = Wy-Uy, 0*), 由 此 可 得 

(Uy oo) =y, io (yE L(Ad), (113) 

投影 到 五 棚 正 交 的 子 空 尚 中 ,可 以 海 
1 一 (114) 
其 中 zw,EL(d) ,TEL-A(A4)。 忆 时 代 入 (183) 大 因为 zw-:4 .Uy， 
Ly 可 得 (Uy, gi) = (9) ze), 印 合 v6 一 V2 一 Uy 时 ,让 
中 及 局 于 x4), 可 以 写 上 (UY Uy) 一 Wy); 及 由 汪 U 
的 等 中 性 ， 百 知 对 于 24 中 的 任意 9 一) = 特别 是 
yy 就 写 二 yy ea 一 7 I 地 ) 
并 逐 项 相 减 那 两 签 式 , 可 得 := 中 机 ‘—Uy Dr ri 一 27 -i 由 
此 可 以 把 * 表示 成 (10) 的 形式 ,因为 击 wE HH 0, a 

,EH {A4), 

由 上 测 诈 姑 的 定理 可 答 一 系 。 裕 日 84 帅 痢 淹 让,， 4" 是 闭 对 


-TY Ye 
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称 运 算 巴 ,而 (4 四" 一 4。 如 此 , 可 知 纺 性 敌 IA4") 除了 用 公式 
(116) 葵 出 外 ,还 可 以 由 到 式 
EE (115Y 
表现 。 以 前 全 知道 44*。 此 远 (110) 及 (11 久 并 留意 老式 的 
唯一 性 ,可 以 断定 4=A*; 这 里 便 假 定 4 是 闭 对 称 运算 子 。 如 果 
A 是 菲 阴 的 对 称 运 算 子 ,上 面 理 座 双 部 运用 于 共 戎 包 有 4。 再 留意 
(二 )*=4*, 可 以 断定 4 一 邢 。 这 就 是 弦 : 
定理 7 了， 和 如果 4 是 对 称 运算 子 ,其 钱 性 繁 1(4) 在 及 中 到 处 黎 
密 , 那 玉 4 一 也 。 
再 举 出 定理 6 的 一 个 和 有。 由 鼓 定 理 址 搂 可 知 ,公式 
一 (4 一 9 (116) 
把 元 * 的 线性 敌 1(4*) 变种 成 瑟 。 事实 上 , 博 (110) 及 (111) 可 得 
w= (4 一 名 )zs 一 2ip_:, 其 中 第 一 项 是 工 :(4) 中 的 任意 元 ， 而 第 
二 项 是 补 子 空间 了 YH,(4) 中 的 任意 元 。 如 此 ;如 果 把 (4116) 看 做 关 
于 的 方程 , 那 来 它 对 于 五 中 任意 风 都 有 解 。 这 时 弃 次 方程 
(4 一 iB)v 一 0 的 解 组 成 子 实 末 大 (4)。 如 果 它 不 是 空 的 , 就 是 
说 第 一 个 亏 指数 p 关 0, 那 林 对 于 任意 名 方 程 (116) 有 无 因 多 解 
os 一 to 二 vi; 其 中 vo 是 (116) 的 一 特 佣 ,而 2 是 Mt(4) 中 的 任意 元 。 
特 解 v0 的 形式 如 (110) , 而 由 于 可 能 加 深 到 (4) 中 任意 元 到 解 上 
去 ,可 以 假定 we 不 使 nm, 就 是 说 , 方程 (116) 的 解 可 以 写成 下 面 形 
式 : p= (cd 二 en) 十 zl 其 中 wu 及 ”+ 是 确定 的 元 ,而 wx 是 任意 
元 。 如 果 9= 0, 那 末 wv 不 见 , 于 是 得 出 一 确定 的 解 。 完 全 出 样 ， 
方程 


(A* +EE)V' = 
对 洁 吉 中 任意 w' 有 一 般 解 2 二 (oi 十 4) 十 ee, 其 中 心 及 履 是 确 
定 元 ,而 以 , 是 尾 意 约 。 如 果 第 二 个 亏 指 数 g=0, 那 订 性; 项 不 
见 。 


全 


A 
名 
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170. 祁 关 运 算 子 ”现在 叙 壕 作 神 大 运算 子 的 简 好 方 法 。 到 
如 中 的 完 侈 规格 化 正 交 租 


Wi Way Tir 
并 完 义 等 距 陕 像 吕 如下: Usx 一 S11 二 1 2,…) ,就 是 膏 对 寺 五， 
中 污 这 元 9 
y= la ma ( 室 | la :<+o0), 
™ 


Et Uy 二 之 (iPr + 1s 


依照 !T67 中 定理 2 的 记号 ,再 知 L' 是 瑟 , 5 是 由 (中队 EA 
坟 和 分 的 一 司 坐 标 基 所 生成 的 ,如 是 互 中 任意 元 ,由 (103) 及 (104) 
定 岂 一 个 闭 对 称 运算 子 4, 其 亏 指 数 是 (0,1)。 剩 下 只 是 王 明 上 由 
诸 元 y 一 Uy 租 成 的 线性 簇 在 五 中 到 处 稠密 。 为 了 这 点 , 只 条 证 
明 福 在 性 4) 中 的 元 %, 使 对 于 预定 的 任意 绷 标 基 x, 范 数 x 一 2 
任意 小 ， 作 元 


,我 们 有 : 


ye m—s 
#56 mm 


其 中 必 是 某 一 正 整数 。 和 林 
zz 一 Dy= 号 2 一 8 


Vetay 


.上 息 此 , 依 蛙 达 控 定理 及 zzre NO 可 知 


1 
moerol? 一 二， 


当 无 限 地 增 大 m 时 ,1 一 2 可 以 任意 小 ,这 正 是 所 要 证 的 。 上 让 
这 一 类 型 的 这 大 运算 子 听 做 初等 对 称 运 算 子 。 如 果 全 也 ~ 一 4 路 
末 &B) ! 与 KK4) 相同 , 而 公式 (83) 及 (99) 改变 成 y= (一 B+iB)w 

及 z= (一 B— dE), 电 此 换 Y% 成 一 2 TED PB 把 线性 


一 
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铺 镶 当 4 换 成 一 4 时 五 及 了 -; 互 换 ,所 以 如 果 4 是 上 述 具有 气 指 
数 (0, 了 ) 的 运算 子 , 那 来 (一 4A) 的 亏 指数 是 (1, 0) 。 

合 Uo 裴 把 坐标 基 (117) 变换 成 坐标 基 必 的 么 范 运算 子 。 应 
用 上 述 方法 于 坐标 基 几 上 ,可 得 一 等 距 运 算 子 t= 以 y1, 及 一 
于 对 称 运算 子 4', 而 显然 = ToDDiz 4=To4Dit, 币 1 
. 异 运 算 子 Uo 由 1(4) 得 出 。 可 以 证 明 ,如 果 4 是 任意 于 对 称 运 算 
子 ,但 其 亏 指数 是 (0, 9), 而 9>0, 痢 末 互 可 以 表示 成 有 益 多 或 无 
综 多 子安 基 的 正 交 和 : 五 二 Lo 十 三 十 十 …, 其 中 每 个 石 箱 物 


4 而 当 #1 的 每 个 Lx 是 无 穷 厅 的 ,由 4 在 玉 中 请 导出 来 的 运 


算 子 4 是 初等 对 称 运算 子 ; 子 空 淹 Fo 可 能 不 在 ;也 可 能 是 无 穷 纵 
或 有 穷 帮 的 ,而 在 其 中 诱导 出 的 运算 子 4e 是 自 共 塌 运算 子 。 
在 亏 指 数 为 (2p, 0), p>>0 is sh 水 与 初等 对 称 运 筑 
子 只 差 一 符号 @。 
171. 例 1. 举 几 个 对 称 运 算 子 的 简章 例子。 第 一 个 例子 ;者 尝 中 无 兴 


区 关 40，“) 王 空 起 的 微分 去 咎 子 [163]。 取 I 中 的 却 对 速生 酚 教 线性 。 


答 , 其 导 孝 也 在 瑟 中 的 , 而且 满足 抄 异 条件 


多 (0) =0 (418) 
的 ,作为 线性 鳞 1(D)。 这 乒 性 乌 1(D) 显然 可 由 公式 
gn) = pd (WRG ELD (9) 


确定 扩展 p(t) 到 区 间 ( 一 ;0 上,) 合 它 在 其 上 的 和 盆 为 团 , 关 用 [163J 中 的 
于 果 , 则 可 断代 在 无 入 迁 处 适合 下 和 条件: 
| lim T(r) =0, 《120) 
运算 子 也 的 形式 是 : 
DE(z) =ip(r)o (121; 
现在 证明 1(D) 罕 za 中 外 外 出 密 ; 且 也 是 朋 对 称 运算 子 。 为 了 媳 明 关于 1 (D; 


QD 歧 者 注 ; 才 略 Béla ¥. Bz. ,Nagy, Spektraldarstellung linearer Trang 
formationen Ges Hilbertschen Raumes, 6. 20。 


怒 区 B) 变 换 成 子 空间 工科 而 (8 一 证)z 把 iB) 映 成 (4) ,就 
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的 此 语 ;只 人 朗 鸠 阴 Pa 中 的 负数 7 跟 Di 中 所 有 元 都 相 正 交 的 ; 必定 与 
堆 相 十 。 我 拉 只 也 这 桩 的 下 (z) 作为 ZI) 中 的 元 ， 蕊 它 所 对 应 的 pt 加 在 其 可 
布 汰 区 间 癌 ,性 之 外 等 于 雾 , 昌 

站 (pet=0。 (2 


这 对 ;公式 {119) 所 定 的 F(x) 站 区 六 时 等 于 零 ， 多 醒 宅 己 显然 是 属于 za 的 。 
所 订 的 正 变 疾 件 可 和 写 为 : 


Pl) Fr) dr= 0, 
用 忆 ( 来 本 站 (4) 的 原 融 烙 ) 它 由 (119) 测 的 公式 确定 , 施行 分 部 积分 法 ,并 还 
忘 8(0) =g(o) =0, 得 

[ets) Fs) ar =0, 
但 (z) 是 区 闭 人 0; 0). 上 zs 中 注 足 条 他 (122) 前 任意 画 数 , 因而 可 知 F(z) 是 
“常数 L53] ,而 且 千 于 需 ) 因 (0) =0; 所 以 了 (ze) 在 区 天 (0 oj 上 与 零 相抵 [53]， 
又 由 于 4 是 任意 的 , 故 它 也 在 区 关 [0，-c) 上 与 零 相 找 ,这 正 是 所 要 疙 的 。 谈 
(2) 及 Bo(2) 是 1D} 中 两 个 图 数 ， mr( 人 及 ms( 四 各 是 它们 在 公式 (119) 由 积 
分 号 下 所 对 应 的 通 数 。 施 行 分 部 积分 法 , 并 对 B(x) 及 号 (四 应 用 边 办 条 作 
(118) 及 (120) ,得 出 


jin Bd = tia, 


这 便 证 明了 运算 子 D 是 对 称 的 。 其 次 , 落 py 6x) 坊 qo(Z)) (2) 志 Bo(z)) 加 
Ph LT) > MB (2) , Pole) ;和 % (x2) 都 属于 区 间 [0; < ) 上 的 Ly 且 


DD, (x) = ontt) dt, 
于 来, 规定 在 区 地 0) 区 上 等 于 1 而 在 该 区 并 站 等 于 0 的 一 个 图 数 之 后 , 由 于 
在 疼 数 pw (z) 与 这 一 男 孝 的 数 积 中 可 取 亿 阴 ,长 对 一 切 x 可 得 
有 一 | mm(Da， 
尺 由 手软 (是 强 收 敏 于 酚 扣 的 ,区 可 号 册 [57 。 
% WD= rat, 


就 是 褒 ， Bz) EVD) mm DBs) =igo (x) ， 这 就 琵 明 了 运算 子 思 是 封 明 的 。 . 
为 疯 定 共产 运算 : 了 DD »- 写 出 此 本 等 起 (Dx, t) 一 {wy yD) 


， ip (2) Tx) a = 西 (zi [dr， ee (123》 


\ 


i791、 他 ee 
其中 久 (z) 及 六 (8)E Zz， 县 为 以 后 计算 方便 起 品 用 访 *(w) 来 记 元 y*。11D'， 
及 D* 是 这 样 来 确定 的 : 沙 和 23) 对 7D) 中 的 所 有 外 (e) 成 站 , 则 多 (zx) E202) 
且 术 妇 (0) ==iy* (x}。 先 取 ?4D) 中 这 样 的 元 ， 它 俏 所 允 应 的 gxa) 在 区 名 
(0, 9) 外 等 于 霉 且 适合 条 件 (122)。 牙 样 就 得 到 

| fio Dar ip er, 
再 把 y* (z) 的 原 殴 数 衣 为 w* (2) , 施行 分 部 积分 法 ,并 注意 800) =Bi0) = 和 
使 可 号 卓 : : 


fv He i" Jar=0。 


跟 忆 前 一 样 ;由 此 便 可 知 久 (2) 一 罗 *(z) 定 区 间 [0, 避 . 上 是 入 煌 ， 六 又 


Hw. 


Ye 
' 是 主意 的 从 而 知 它 衣 侍 部 区 关 [6， 十 se] 上 是 营 数 :我 全 应 石 : 
WL) = (0m) =0+ [Cy Wat 3) 


及 DD* 妈 (w) = 详 * (2)， 且 如 上 面 所 指 凡 的 ; y* (x) 及 到 (7 庶 周 于 区 间 [e，.， 
.上 的 Z2。 和 和 [163] 中 一样 ;由 此 可 知 可 (四 应 满足 边 咕 条 件 (129) 。 这 基 闪 对 
六 性 比 ?iD) 中 的 一 部 分 @ (Ge) 记 用 公式 (123) 而 得 到 这 “ 纯 果 的 。 还 待 是 昭 
的 是 ;车 以 人 3 级 式 伐 人 23) 中 的 罗 (2), 卓 y* (2) 及 内 (x) 都 属于 工 ;), 则 公式 
(128) 对 !D) 中 的 一 切 儿 ( 八 都 使然 成 立 。 这 也 可 以 像 上 面 一 样 ,用 分 部 积分 
法 ,并 对 8(z) 应 用 边界 荣 件 (118) 及 (120) 以 及 对 钴 (zt) 点 用 条 件 f120) 来 证 。 
于 是 ,灵性 比 1(D*) 由 公式 (024) 来 去 杀 ; 其 中 凡 人 ) 以久 (2) .应 属于 攻 , 1 
D* 为 是 以 前 的 微分 送 算 守 , 序 太 ? 妇 (x) =iy* (2)。1(D*) 上 比 7(77) 宽广 这 与 
后 者 的 差别 只 在 于 边界 条 件 (1319) 可 以 去 掉 ， 从 而 可 知 了 站 是 自 洪 辐 二 算 了 。 
现在 来 确定 它 的 亏 指 数 以 及 [165] 中 提 过 的 它 所 对 应 的 于 空 闻 。 为 此 , 作 与 
运算 子 D* 的 固有 储 ( 土 芭 相应 的 固有 元 子 空间 CD) 及 并 -4(D)， 也 就 是 
方程 。 . 

DBX) = (rm) ; 中 2611 
DY (mn) =~ (x) 上、 {27.,: 

”的 解 的 子 衬 间 。 而 且 从 这 淋 个 必 程 还 可 以 惠 接 推出 ,这 时 不 议 多 (lm) 应 是 薄 
对 溃 千 玖 数 ,而 且 了 * 罗 人 to) =y* (x) 也 是 ;这 就 是 襄 , 依 (12 人 9 , 妈 (z) 研 是 孝 对 
带 镶 醒 教 如 (x) 的 原 病 数 ; 于 是 到 (2) 二 六 (x) 这 里 久 (x) 是 符 通 导 疼 效 ， 
方程 GL25) 可 入 为 加 (的 一 村 ( 四 及 于 (0) = 一 罗 (z); 并 得 出 妇 (4) =Cer: 发 . 

“型 全 一 Cere。 丙 孝 er 不 局 于 Do 但 6-? 人 1; 这 就 是 ,于 安 间 4 (D) 不 在 


『 
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而 辫 -;(D) 是 现 数 Ce 的 一 给 子 空间 , 这 里 4 是 任意 复数 。 于 是 运算 子 了 的 
亏 指数 是 (0, 1 从 而 它 是 个 醒 大 运算 子 。Zr(D) 是 攻 个 瓦 , 而 工 ;(D) 由 那些 
骗 于 蕊 生 在 区 并 (0， oo) 上 与 e-* 正 交 的 图 数 所 租 成 。 
洪 引 大 拉 冰 尔 芳 数 的 规格 化 正 交 粗 gi ( 坟 一 e-zpa(a) 化 ==0,1，…) ,其 中 
Pk( 丰 是 次 多 项 式 [III; 223], 荐 不 难 证 明 Dgpx(z) 一 gxr1(z) ;其 中 UU 是 将 
了 (DD) 映 为 工 .4 (D) 的 等 距 运 算 子 ,就 是 设 , .也 是 初等 对 称 运 算 子 。 
2.、 考察 区 间 [0, 本 上 工 ; 中 的 税 对 洒 稿 画 数 , 共 导数 也 在 中 生 满 足 边 
界 荣 件 
S00) 一 亚 亿 ) 一 {126) 
的 ， re 子 空间 1CZ) 由 公式 (119) 确 
定 ， 其 中 Plz) 属于 区 期 [0， I 上 的 工 2) .而 
a Cl27) 
完全 和 上 例 一 桩 , 可 以 证 朋 : 1(D) 在 玉 中 处 处 稠密 ,也 是 消 对 称 运算 子 , 而 
2(D*) 的 元 由 公式 (124) 所 定 ; 其 中 vw* (x) 晶 于 区 好 [0, 1I3 上 的 La 就 是 说 ， 
20D*) 比 2(D) 宽广 , 与 后 者 的 差别 仪 在 于 边界 条 件 代 20) 可 下 去 掉 。 在 这 情 
形 ;图 数 e* 及 e~* 访 于 区 表 50; 匡 上 的 二， 于 是 子 空间 Mt(D) 及 了 -CD) 都 
是 一 稚 的 。W1(D) 由 责 数 Ce 粗 成 ,而 本 -1(D) 由 画 数 Ce-z 粗 成 。 这 运 咎 子 
” 的 亏 指数 是 (1, 思 。 因 此 它 可 以 扩展 为 自 共 者 运算 子 , 而 这 扩展 要 优 镇 于 任 
意 参 数 。 
如 果 留 意 [16 和 中 的 转 果 , 划 可 知 在 这 情形 下 的 扩展 ; 就 是 把 两 个 边界 条 
性 (126) 换 为 一 个 边界 条 件 称 (人 =eeG6(0) , 这 思 8 是 任 一 预定 实数 。 在 扩展 
了 的 线性 短 上 ,运算 子 DD 仍 是 微分 运算 子 , 而 往 弄 的 自 共 瑟 运算 了 于 有 视点 说 。 


人 72. 精 助 命 是 在 研究 二 阶 微分 运算 子 以 前 , 先 浪 几 个 以 后 
要 用 济 的 辅 助 命 题 ， 发 Pt2) “是 有 限于 区 闻 [e', 5 二 的 正 值 负 数 
和 且 共 有 连 糖 导 醒 数 , 9 (2) 是 艾 区 间 上 的 束 稿 实 画 数 。 考察 齐 次 方 
程 


LW Sp roy=0, C28) 
设 y(%) 在 [e', 0] 上 上 殉 远 满足 这 一 方程 , 民 %( 人 及 久 ( 四 在 [ao 的] 
上 胡 对 如 粮 。 由 方程 (128) 本 身 直 接 可 以 看 出 , y''(z) 是 与 束 灶 画 
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数 相 抵 的 , 朗 , Y (2) 是 速 熏 务 数 的 原 醋 数 , 故 可 驴 %(G2) 是 方程 


(128) 的 普通 解 , 它 有 径 对 这 镇 的 导数 y'(%) 及 带 续 的 导数 (2)， 
而 这 里 的 导数 都 是 普通 意义 下 的 导数 。 我 倘 以 后 说 到 的 解 , 也 应 
理解 为 正 是 这 样 的 解 。 若 凡人) 及 gs 是 (128) 在 区 徊 [a', 5 上 
的 两 个 六 性 无 关 解 ,而 

4 92) 二 仍 一 Yo 六 (129} 
是 其 明天 行列 式 ， 划 2(2) 4 yi， Ys) 是 异 于 脖 的 常数 ,而 c191 十 029 
瞄 (128) 的 一 般 解 ; 复 常数 o 及 os 由 初 值 条 件 Y\0) =a 及 (0 = 
唯一 确定 , 其 中 ¢ 是 ra 5 中 的 一 点 。 解 及 妇 在 整个 区 冉 
Le', DO 芋 存 在 。 现 在 考察 非 齐 次 方程 


LW = -Eps)y=f ©), (130) 


其 中 f(w) 其 [a', 5] 上 的 可 测 可 和 画 数 。 我 们 仍然 考察 这 样 的 解 
y(o)， 它 以 及 它 的 导数 Y (o) 在 [0'， 5 上 是 稻 对 速 糖 的。 如果 注 
意 到 上 面 所 区 的 , 草 可 以 断 首 , 左 右 两 方 都 应 以 禄 抵 意 义 来 理解 的 
这 个 方程 (180) ,只 可 能 有 一 个 满足 在 c=o 时 初 值 条 件 的 解 ,因为 
扩 这 种 解 的 差 都 是 方程 (128) 在 堆 初 值 条 件 下 的 解 。 应 用 普通 的 
变动 常量 法 ,得 出 公式 


y= Eo -ud We 
-二 六 人 | yOF OF yo) :POF Oh, (GD 


其 中 4 一 p(w) 4 (yi, ys) 是 常数 。 应 用 缀 对 这 策 丁 数 乘积 的 微 委 法 

其 区 4 ， 谋 印 可 知 ;公式 (181) 其 由 了 方程 (130) 在 4%=c 时 有 和 雾 初 
镇 条 件 的 和解 。 方 程 (130) 的 一 般 解 的 形式 显然 是 : 

| YP) 一 ca (8) 十 czga(2) + 


+3| OD -nO WI Da 82 
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而 a 及 乌 凡 初 秆 a 及 8 合肥 式 ~ 
G1Y1(0) 二 ca te) = 0, ‘ot (0) 二 co) 一 如 
类 年 。 再 指出 下 面 这 个 显然 的 格 祷 到 式 : 
[A Plo)y 3 typ(o) a1 (138) . 


这 是 由 分 部 积分 法 得 来 的 ,同时 裔 其 中 的 yi zy 2 在 的 上 
是 狠 对 过 德 的 (这 时 多 及 好 当然 是 在 [0 3] 上 可 和 的 )。 引 用 以 
下 的 记 屋 : - 

Be， 2 = —p() yw) zm) + yo) po) 2 C0), (134) 
现在 假 疏 , 府 一 有 劣 或 无 穷 汐 开 区 间 (e* 念 上 , 9( 四 是 正 值 束 秆 且 
可 微 的 . 9(2) 是 速 芒 的 。 和 以 上 一 样 ,我 全 可 以 引入 (e, 9) 上 的 线 
性 铬 立 解 ,而 车 了 (2) 在 含 于 (o; 5) 内 的 任 一 有 旁 区 章 [a 3 8] 上 是 
可 和 的 : 则 到 式 (132) 著 包 非 讲 诡 方 程 (130) 在 (ga, 8) 上 的 一 般 解 ， 
局 时 , 世 仇 以 前 一 样 ,我 位 让 为 所 有 的 解 y 及 其 Y 在 (a, 5) 下 是 亲 
对 连 各 的 。 特 别 是 , 若 取 一 更 数 f(z) , 它 在 合 于 (4a, 人 内 的 一 有 
和 区 间 fe", 四 之 外 等 于 零 , 在 [a', 3] 上 可 和 , 且 满 足 条 件 


| . We (ofolm) dw = | oy (wm) fo lw) de = _ (135) 


以 这 两 数 lw) 代 7(o) ,工作 非 齐 灵 方 程 (130) 在 c=a' 时 的 解 
(181): 


goo) 一 天 | Ly oy mga Fd, (136) 


是 0) 在 [a', 轨 务 等 于 需 , 且 在 %=a' 及 w= 儿 时 满足 者 初 值 条 
件 ，, 部 

see) =W 0) 一 GD 一 名 (的 一 0。 (187) 
要 迭出 的 是 :条件 (135) 等 于 流放 (z) 是 与 (128) 的 任 一 解 相 正 变 
.的 。 由 于 (135) 中 的 妨 (2) 及 plz) 是 实 画 数 , 敌 可 将 及 (人 @) 换 为 
folw) 。 现在 再 洪 察 个 后 将 起 重要 作用 的 两 个 硬性 丝 。 让 /明基 


272， 韩 助 站 是 : 5 EX 


下 烈性 搓 的 夯 数 y(g) 所 得 成 的 医 注 入 : (1)y() 及 YY (9) 在 (a; 如 


”上 起 对 右 樟 ,2)y(e) 及 () 属 于 区 同 (9, 人 上 的 五。 
埔 及 定理 流 9(2) 及 zg) 属 于 贡 存 在 极限 : 


lint Be 人 一 Bay 2); lim Buly, 2 ~ Boy, 2), (188) 


ya 直 


且 以 下 公式 坎 间 : 3 
| Wig Ola Bty, Dd Bly, Dd. 9) 
我 油 可 以 应 用 公式 (133) 素 写 出 : 
| Ls- ld Byty, Dd — Boiy, de (140) 


由 于 9, 2, 卫 (人 及 工 ( 信 据 条 件 都 是 属于 (c, 四 上 的 Ze 的 , 故 左 翅 
在 ao 一 a 十 0 及 %' 一 一 0 时 的 极限 者 存在。 同时 院 4' 趋 于 4 及 8 
趋 于 5, 便 得 公式 (189)。 
引用 一 个 记号 来 让 (139) 右 沈 的 其 
BOY, = Bly,Dd By, DN YR2EN, GT 
型 取 中 这 样 的 汞 数 yz) , 使 其 对 并 中 的 镍 何 : 适合 
Bly, 为 二 0 (42 
的 ,并 考察 这 种 (2) 所 组成 的 线性 敌 1。 这 里 要 指出 : 当 任 意 选 取 
[2', 5 及! 二 中 的 fol8) 时 ,只 要 .PaG 属于 [ce 01E 的 Ls, 其 所 
有 的 西数 (136) 太 于 i, 因 这 阿 y 及 了 人) 在 [4', 9] 让 等 于 走 , 且 1 
的 定义 中 的 条 件 及 条 件 142) 都 满足 。 绕 族 秘 【 由 公式 (132) 害 
义 , 且 了 f(z) 及 gy(w) 应 属于 (4, 外 上 的 上 x。 为 确定 1 划 还 得 斩 上 
人 条件 (142)。 、 
定理 工 . 为 使 Z 中 的 基 两 更 数 z(z) 及 (2) , 对 了 中 的 性 何 
yz) 都 潇 足 方程 
| L230= | 并 do， (148) 


必要 上 且 殉 从 的 杀 件 是 : 22) EV EB 22) =L(2)o 
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现 来 让 条件 的 必 草 性 。 将 (43) 应 用 于 了 中 由 肥 式 (136) 所 定 
的 亢 数 Yow) , 写 出 


| fezdo—{ wzram。 (144) 
， 焦 公式 (131) , 取 c=a', 作 方 各 工 (0) -2 在 [av 的 上 的 解 : 
oa AEAG TAOTACGI NOL et 


且 ?tz) 显然 属于 有 限 区 晶 iz', 引 上 的 工 s。 
对 golz) 及 vlz) 应 用 公式 (38) 并 留意 (137) ,得 ; 


br” 地 要 
| f vao= Yoz "de 
再 把 宪 从 惧 和 4) 中 碱 掉 ,得 
f fo dsm0, ”如 [ (2—0)fodrm=0, 


但 疡 (办 是 fo, 的 上 Ls 中 正 交 于 二 鞭子 空间 cx (2) +edhn( 四 的 
任 一 元 , 故 在 fo 5 上 z(w) 一 2(w) 属于 这 一 子 空间 ， 郎 zto) 一 
一 w(z) 用 是 齐 次 方程 (28) 在 区 疝 [e, 3] 上 的 解 ;出 此 可 知 ,zw) 
是 方程 3) =z (2) 在 [a', 2] 上 的 解 ,于 是 ,由 于 (&, 丰 内 的 区 并 
[a', 5 是 任 意 的 , 放 又 可 知 zz) E 及 s* 一 (2); 定理 中 所 壕 条 
件 的 必要 性 于 是 证 明了 。 反 之 ,如 果 这 条 件 满足 , 朗 若 z(z) ED 征 
字 = 卫 (人 ， 嘟 未 只 要 注意 到 ,zs(o) EV 时 了 中 的 任何 元 y(o) 满足 
条 件 (142) , 便 可 自 (133) 立 即 推出 公式 (143) ;于 是 定理 就 明了 了 。 

73， 二 阶 禾 性 运算 子 用 4 米 记 了 上 由 公式 4y(o) = 工 (从 
所 竺 的 运算 子 ,用 如 来 所 上 由 同一 公式 By(z) L(y) 所 定 的 运 
算 子 ,并 来 放 明 对 全 后 很 重要 的 下 一 定理 : 

定理 2. 人 民风 对 称 汉 筑 子 ， 豆 指数 为 (2 2) ,其 中 2=0 或 1 
或 2, 日 了 一 4 

先 证 明 绪 性 往 [ 在 Za 中 处 处 稠密 。 恋 I 中 的 (ec) 与 了 正 


”二 由 可 性 运算 子 09). 


交 。 要 证 明 z (从 与 雳 相抵 。 由 于 对 这 样 的 过 Co 有 式 (143) 的 帮 
边 对 中 的 任何 y(4) 都 等 于 营 , 故 车 惧 z(wm) 二 0, 期 由 此 而 依 定理 
1 可 得 入 (op) = 了 (0) =0, 这 正 是 所 要 证 的 。 其 坎 , 著 y(o) 及 z(m 
局 于 1, 划 等 式 (42) 成立, 于 基肥 式 (139) 的 左边 等 于 需 , 这 就 阅 
出 了 运算 子 4 的 对 称 性 。 由 共 鲍 运算 子 的 定义 用 定理 1, 衬 邮 可 
知 了 =4"。 更 在 来 证 明 运 算 子 4 是 封 阴 的 。 我 们 知道 , 若是 对 
称 运算 子 , 必 有 : 4 4*C4*[154], 而 代 栓 江 及 的 , 周 常 可 乱 

以 和 ) 及 14")。 为 使 中 的 wz) 属于 14**)， 必要 县 充分 的 条 
件 是 等 式 | 
十 (9) de—| z00* dv=0, (146) 


共 中 z() 是 区 4) 中 的 任 音 元, ww*€ 2, 是 这 时 to (8) 一 deoo(o)， 
而 由 于 4”* 己 4', 这 就 是 说 to) = 工 (to)， 于 是 wE1C4")。 扩 
(189) , 由 此 可 知 ,对 24”*) 中 的 任意 we) , 等 式 B(w, z=0 清 
足 , 这 里 z(z) 是 14*) 中 的 任意 元 。 于 是 做 1(4) 的 定义 而 知 
2)ELL4)，, 而 由 4 三 4** 立 序 可知 4 与 4 重合 , 放 44 是 财运 算 
子 [169]。 子 空间 Mi 人 4) 及 了 Hi1(4) 是 方程 Liw) = 土 湾 的 昼 于 
工 ;的 解 的 子 空间 ,这 两 个 方程 的 形式 是 


~ ps) | 二 fate) —iju=0; (1477) 
| -Sly (ew) | tig(e) tou=0. (i473) 


落 &%( 四 是 其 中 一 个 方程 的 解 , 风 由 于 2(z) 及 9(O) 是 实 画 数 ,v(O) 
必 是 另 一 方程 的 解 ;而 其 中 一 个 方程 的 解 的 任 一 子 空 间 , 若 将 其 中 
的 所 有 画 数 都 换 成 其 赋 责 数 , 使 变 成 另 一 方程 的 解 的 子 空间 。 可 

能 出 现 三 种 情形 :( 工 ) 上 壕 太 程 根本 没有 环 中 的 解 。 这 时 运算 于 
4 的 亏 指数 是 (0, 0) 。(2 ) 这 两 方程 有 Ze 中 的 解 , 旦 其 解 各 组 成 
一 亲子 空间 cwlw) 及 .ou , 这 里 6 是 尾 意 复 常数 。 这 时 的 污 指 数 
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是 (1, 1)。(3 ) 上 还 方程 的 所 有 解剖 居于 Ta， 这 时 运算 子 4 的 亏 
指数 是 (2; 2 ;定理 于 是 证 明了 。 
用 [168] 中 的 公式 (108) 及 (109) ,使 我 他 在 第 二 及 第 三 两 种 情 
形 下 有 可 能 作出 4 的 所 有 扩展 自 共 晓 运 算 于 。 当 亏 指数 为 (1, D 
时 , 取 方 程 (447) 的 属于 I 的 规格 化 解 wz) 。 剧 5 将 是 方程 
(C147 的 辐 料 的 解 。 选 取 区 宽 0<0<2w 中 的 数 8 并 引入 综 距 映 
虱 Fw =e?w(w) ， 划 可 二 出 线性 徐 1f2o) 中 元 的 公式 (起 中 0 
是 4 的 扩展 自 共 地 运 算 子 ) : 
go(o) 一 % (2) awe) 一 ceatk(t) ， (148) 


县 
Osgos Co) = L(yo) = Ly) 二 iont(p) io ous), (149) 
~ 


其 中 是 任意 复数 ,ga(z) 是 1(4) 中 任意 元 。 把 乘 以 滋 积 2ic 后 
的 & 仍 记 为 a, 可 写 出 : 


gos) gu) + om le) (150) 
其 中 的 实 面 数 iu(o) 由 下 式 确 定 ; 

we) = 0) 了 -eo . (61) 
可 以 指出 , 依 (10) , 缕 性 饶 ee ) 中 的 元 由 公式 

Ys 人) 一 24 (8) on (8) -HB {152) 


确定 ,其 中 及 有 是 任意 复数 。 完 至 相似 地 ,在 车 指 数 洛 (2, 2) 的 
情形 , 尾 取 方程 (4477 的 规格 兹 正 变 解 记 (人 及 志 (8) 以 及 二 闪 么 
短 障 也 中 的 元 素 di, 可 写 出 以 下 公式 ,来 表示 弹性 侯 (Co) 中 的 
区 ,其 中 Co 也 是 4 的 扩展 自 共 蜀 运算 子 : 
Yes (0) =94 (8) Fou ty) + Bus (ow) — old C8) + dauz (8)] — 
— BEdstss ws (2) + daa (人 (w) 1o 

污 指 数 为 (0, 0) 时 , 1(4*) 与 1(4) 重合 , 浇 算 子 B 与 4 重合 而 和 是 
自 共 过 运算 子 。 


er 
名 
eas 


节 4. 一 笋 为 正则 的 情形 


现在 对 亏 指数 为 ,1) 的 峡 形 背 作 一 补充 说 明 ， 

定理 3. 学 指 数 为 ([, 卫 时 , 怒 枉 比 下 直击 有 4 中 适合 旭 下 
条 件 的 砍 数 ytw) 所 租 成 : Biy, 吧 三 By， ;1) =0, Ce 
由 条 人 有 Geol -0 确 举 。 

依 (142) 长 (10) ， 线性 修 愉 全 看 站 全 ) 中 适合 条 作 

， Bly, yan) = By, yr-t ep (g, WeDo, iD = 
的 亚 些 请 数 y(x) 所 租 成 ， 但 优 开 4) 的 定义 ;在 9El(A*) 友 
yaEtdD) 时 ,Bly, yi4) =0; i 及 号 全 已 的 ,上 而 这 一 
条 件 就 可 化 为 Bly, 人) 一 BG, = 关于 C2) 的 断 证 也 林 以 
骨 样 地 来 证 明 。 

嫉 4， 一 端 为 正则 点 时 的 情形 ”车 基 本 区 间 (c, 人 的 一 端 是 
运算 子 工 t 的 正 交 点， 这 时 得 出 的 灶 果 就 更 为 鞭 体 ， 确 基地 襄 ， 
这 就 是 发 < 是 有 穷 数 , 尚 数 9442) 并 到 2 一 4 壕 纺 ,而 p(2) 也 直 洛 
“=& 束 箱 ， 具 建 镇 导数, 柚 儿 臣下 的 。 在 这 样 的 慨 疫 下 ,来 证明 下 
一 定理: 

定理 4. 当 端 点 2 二 4 是 正 基点 时 :7 是 基 下 勾 性 质 的 画 数 
ym) 所 竹 成 的 线性 收 : gz) 及 (0) 在 ,站 上 ' 即 应 到 =-o) 2=G) 雄 
对 过 和 粮 ,Y 及 上 ly) Ss; 而 线性 往 以 44) 由 A) ) 中 请 足 条 件 

4(c) 一 2 一 0， {158) . 
Boly, 2)}=0 (Ed (154) 
的 醒 数 所 组 城 。 E: 

在 所 说 条 件 下 ; 齐 次 方程 工人 =0 的 解 妇 (2) 及 Ya(lz) 以 及 宅 
们 的 导数 都 是 直到 x 一 4 缀 对 速 德 的 ,于 足 定 理由 关于 线性 徐 
1 4) 的 断 证 直接 可 和 仅 式 (43 如 推 知 ， 出 亿 es Bo yy, 
们 一 9, 而 (153) 成 立时 可 由 (142) 推 出 (154) 、- 玫 是 整个 定 届 的 趣 
明 归 知 到 (153) 的 证 明 。 | 

先 来 证 明 可 以 作出 4) 中 这 样 的 画 数 wl2) , 使 
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0) 7 区 (从 一 3 mo) =0 (> 时)， (ID 

站 中 了 及 5 是 任 沪 复数 ,6 是 区 轴 人, 分 中 的 任 盖 数 。 为 此 ， 改 

For) = y(t ta (ty) BG ots, 

fo =0 当 c< zc， 
霸 用 到 式 (131) 来 作 mot) 

0) =F{ yo) myo) FW (L551) 
由 吡 和 (x0) = 了 (0), sol) 在 6<w<b 圭 欠 于 赴 , 江 zo) ELA ), 
因为 fw) E 2。 为 使 (155) 中 的 头 两 个 条 件 请 足 ， 只 要 运 当选 泽 
常数 a1 及 中 。 假 如 设 选 香 齐 交 方 程 的 这 样 酉 个 实 解 %%(z) 及 
纺 ( 罗 ,使 它 个 在 区 间 [a, o]. 沁 是 规格 化 正 交 的 , 剧 得 型 用 以 确定 
及 wa 的 方程 组 人 

-从 -全 -放生 国生 全 -3， 


而 它 的 行列 式 1:p(a) 是 异 于 雳 的 。 z(o) 一 ao 的 时 ,1A) 中 的 所 
有 西数 y(o) 祁 应 满足 条 件 (142) , 即 Bs(y, 20) 一 Ba(y, 加 ) 一 0 而 
出 于 cg< 时 加 (0) 一 0 这 一 条 件 便 归 和 略为 Buy am) 一 0, 印 旺 
鞋 为 条 件 Pia79y(0)5 一 pl2)Y'(2)7 二 0; 由 于 7 及 3 是 任意 的 : 由 
此 便 得 (153) ;定理 于 是 证 明了 。 

线性 壤 !(4) 上 条 件 (153) 成 立 这 一 事实 ,说 明 1C) 只 是 1C49) 
的 部 分 ,就 是 说 ,只 配 有 一 个 端点 是 正则 点 ;就 不 可 能 有 伟 指 数 
0, 0)。 

再 出 鼓 详 克 地 芬 亲 一 下 等 指数 为 岂 ; 直 时 的 情形 。 这 时 运算 
子 4 有 扩展 自 共 束 运 算 子 Cs， 而 粥 性 驴 LO0) 由 公式 人 450) 确定。 
现 树 证明: 不 管 9 是 什么 数值 , 实 面 数 we(c) 不 可 能 园 时 满足 条 件 
to) 一 0 及 区 Ko) 一 0。 要 是 这 两 条 件 能 同时 满足 的 于， 那 末 侈 
(51)es wv(o) 及 own 人 Gy 应 是 实数 ,于 是 必 有 一 实 条 数 的 关系 式 
jxdo) 十 josi(a)= 0。 但 这 关系 式 显然 也 应 为 责 数 试 轨 所 满足 。 伏 
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” (153) 14) 中 的 所 有 西数 也 都 要 满足 这 关 素 式 , 于 是 焦 (1552) 
14*) 中 的 所 有 涯 数 也 应 满足 这 关系 式 ， 而 这 是 不 可 能 的 ,后 为 我 
们 则 见 到 过 : 14*) 中 的 mm(o) 可 满足 2 一 a 时 的 证 何 初 值 条 件 。 沪 
样 , 实 画 数 (2) 最 然 满 是 一 个 下 测 形 式 的 齐 交 条件: 

2 、 jy 四 二 pa 一 0， (6f) - 
其 中 加 及 加 是 奖 系 数 , 深 少 有 一 个 异 于 堆 , 并 且 徐 了 一 个 任意 实 
数 因子 外 是 确定 的 。 因 傅 定理 中 的 条 件 (153) 所 有 的 9 (2) 郑 是 
满足 条 件 156) 的 , 放浪 据 侠 式 (160) 可 知 所 有 画 数 yeo (2) 沙 是 条 
件 (156) 

任意 给 定 了 有 实 系数 的 条 件 (156) 后 , 可 确定 这 样 的 0， 全 

(区 注 是 这 条 件 。 琅 窟 (151) ,不 难看 出 6 由 方程 

Ime$ [he (e) +hew' (2)] =U (157) 
确定 , 这 里 Im 是 翰 部 的 和 号 。 我 们 出 省 过 方 括号 内 的 和 不 可 能 
等 于 零 。 现 在 来 证 明 :不同 的 条 件 (156) , 有 区 间 0<9<2m 内 不 
网 乳 .b 与 之 对 应 。 因为 如 果 不 是 这 样 的 艺 , 划 在 6 为 某 一 值 时 的 . 
we( 罗 将 满足 (156) 型 的 两 个 不 同 的 条 件 , 从 而 将 有 w{(a) 一 邮 (g) 一 
=0, 而 这 ,如 刚才 所 指出 的 ,是 不 可 能 的 。 

所 以 ;在任 党 选 据 6 时, [05) 中 的 所 有 页 数 满 足 (156) 型 的 一 
个 月 实 系 狼 的 确定 条 件 ; 反之 , 任何 这 样 的 一 个 条 件 ， 都 依 这 次 义 
有 一 确定 的 9 与 之 对 应 。 现 在 来 证 明 , 线 性 乱 4") 的 这 个 部 分 
线性 繁 KCy 可 以 由 条 件 (156) 完 全 剂 划 。 续 14 平 的 其 一 两 数 
yar(0) 满足 与 菜 一 9=06 和 值 禄 应 的 人 条件 (156) 。 留 意 芭 式 (52) 以 
及 ya(;) 注 足 (156) 型 的 任何 条 件 这 一 事实 ,得 : 

affut (0) 4 ho (4) 1 +B Lh la) 4 ha wl]=0, (158) 
a di 芋 为 其 剖 的 ,于 是 根据 上 直 可 知 所 个 
是 蜡 于 臂 的 。 由 等 式 (158) 可 知 , 比 B3a 的 模 应 等 下 1, 座 若 训 
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:a= 一 e 全 ,使 知 和 (159) 可 化 为 0=8 时 的 (150) ,就 是 向 , 若 
4) 中 的 其 的 数 yy(w) 滴 是 与 某 一 9 二 = 多 值 相应 的 条 件 民 56), 刷 
ytz) 说 上 Co 据 上 述 9 值 与 竹 件 入 56) 之 拓 的 一 一 对 应 关系 ， 
可 知 贞 - 因 ， 帮 这 些 堆 证 使 我们 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 苍 端 成 2 一 & 归 正 吓 点 ,运算 巴 4 的 也 指数 是 (GD)， 
圳 5 ) 中 适合 (156) 型 的 任何 条 体 的 了 i 数 g(8) , 组 成 4 的 任 -一 扩 
展 晶 共 井 运算 子 的 烧 性 组 1(C0) 。 在 (156) 列 的 各 种 不 同 的 条 件 与 
区 需 050 2 内 的 各 9 信之 肥 , 有 一 一 对 应 关系 。 

有 句点 z= 为 正则 点 的 情形 也 可 以 完 奴 类 似 地 来 考察 。 

现在 对 所 说 情形 再 米 证 明 -一 个 定理 。 山 ve) 及 0(@) 是 1(4*) 
中 满足 条 件 4(4) =wto) =0 及 9(a) =wta) =0 的 两 个 网 数 。 可 
设 它 们 轴 于 1Oo) , 其 中 4 为 任 一 确定 值 。 因 运算 子 4 在 KC 上 
是 自 共 二 运算 子 ,公式 (189) 的 左边 在 yw(@) 及 z=o(w) 时 等 于 
芜 。 而 依 所 裔 条 件 , 访 式 右边 的 Bw 0) =0, 故 对 1(4") 中 涨 足 
以 上 条 件 的 任何 两 数 有 Bs 0) =0。 上 机 g(W 及 za) 是 14h") 中 
的 任意 画 数 、 如 上 面 所 羔 明 的 ,可 利用 公式 (155) 作 149 中 的 画 
数 Wotzy 及 5 ， 定 们 在 oz<5fe<p< 人 时 等 于 等 ,日 Yo (a) = 
LCOPEADE TAORAOE UONAOP TONE .Te 
一 Joe) 十 Ww(z) 及 zw) = 加 () 十 29) ,加 Uw) 及 vo(@) 周 于 1(4")， 
央 这 些 丽 数 和 它们 的 导数 在 24 等于零 ,。 我们 显然 有 : Bo(y,2) = 
一 好 (go 360) 十 B, (Yo 0) 二 Bt 0) 十 Bot4, v0)。 右边 头 两 项 等 于 
震 , 因 ez 时 加 人 一 0 so(o) 一 0, 而 第 四 项 则 所 刚才 所 证 的 
等 于 等, 故 对 Ed 中 的 任何 y(w) 及 z(@) 有 成 (y, 2) 汪 0。 据 此 ， 
完 理 4 由 的 条 件 (154) 可 以 不 要 。 于 是 得 到 以 下 定理 ; 

定理 6. 车 端点 2%==4 是 正则 点 是 运算 子 4 的 亏 指 数 是 人 ,站 ， 
央 对 忆 4 中 的 任何 yg (中 及 2z( 有 有 B,(y,z) =0, 于 是 克 性 秘 1(4) 


- 
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tt 2A) 中 满足 条 件 (153) 的 儿 些 苑 所 组 成。 

对 足 避 了 一己 为 再 则 点 的 情形 ,可 以 完全 类 似 地 来 着 起 。 

175， 对 一 般 情 彩 的 补充 应 用 上 节 咎 果 , 可 对 [179] 中 关于 
栖 端 点 元 不 是 正 妈 点 时 的 粘 毕 作 - 一 重 归 的 补充 。 到 (ee、 从 内 一 点 
c, 机 。 为 区 间 fo, 人 及 (e, 下 的 正则 端点 而 来 芳 察 这 两 区 沿 。 设 
ns 及 加 各 是 方程 (1471) 及 (4479 分 加 在 区 天 (ey 9 及 (ec, 人 上 别 
于 的 解 的 个 数 。 自 于 这 两 方程 在 (4, 人 内 任何 区 岩 (0',W) 上 
的 一 般 积分 属于 工 ， 故 可 靳 言 no 及 mw 不 依 顿 于 。 的 选择 。 其 鼠 ， 
我 们 看 到 ,在 端点 为 正则 点 的 情形 ,不 可 能 有 气 指数 (0, 0) , 放 只 可 
郁 有 于 刘 儿 种 情形 : T.mo= 徊 一 2 II. me 一 和 到 站 IIL. 9 一 2，95 一 
=1; IY. n=1, mb 一 2。 

定理 7， 在 情形 工时 泛 算 子 4 在 (e, 下 上 的 亏 指 数 是 (2, 2， 
在 情 隧 工时 是 (0, 0) ,而 在 情形 III 及 IV 时 是 (1 。 

森 情 形 芽 时 ,方程 (147) 及 (147;) 的 一 般 积 分 显然 属于 (4, 5) 
下 的 J 这 时 亏 指数 是 (2, 2)。 现 在 来 看 情形 I[。 这 时 4 在 区 间 
(a 0) 及 (0, 信 上 的 杞 指数 是 (, 1)。 其 次 , 落 Y 及 z 属于 (a, 4b) 
-上 的 1049 , 剧 它 们 更 应 属于 (a, 可 及 (e, 5) 上 的 1(4") ,故居 害 馆 
5 有 Blg)2)=Bo(y,2) 一 0 价 By,2)=B(y, 2) — Baly, 7) =0; 
出 此 可 知 在 (4, 四 上 1(4*) 与 1(4) 重 合 , 即 亏 指数 是 (0, 0)。 在 情 - 
”有 形 IE 及 IT 方程 (1470) 及 入 和 7) 在 (a, 丰 上 的 I 中 之 解 显然 只 
有 一 个 ( 除 常数 因 革 外 可 以 唯一 确定 ); 完 理 不 明了 。 

我 们 水 看 情形 II。 这 时 ,在 以 6 为 正 凤 端点 的 区 旧 (e, 8) 上， 
吉 指 数 是 红 , 二 , 故 依 定 理 5 对 (6, 8) 上 1(47) 申 的 任何 丽 数 有 
Bs(y, 二 0, 故 对 (o, 态 上 ?4 由 的 任何 画 数 此 式 更 应 成 立 。 留 
总线 性 往 了 的 定义 以 及 [173] 中 的 定理 3, 使 可 断 慎 (4) 是 由 到 
件 By =0 确定 的 ,其 中 2 是 4 中 任意 西数 , 序 Bo -= 
一 了 加 二 0; 而 LLO8) 是 出 条 件 Boly, tw) =0 确定 的 。 这 里 应 
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注意 及 是 周 于 14 站 的 , 因 工 (0) 二 记 而 六 和 情形 
IVY 的 考 将 也 完全 相 人 要 ; 攻 答 下 定理 : ~ 
定理 8 花生 2 及 w=1 的 情形 ,和 粮 性 铬 1(4) 白条 舌 秆 Bly, 
办 二 确定 ,其 中 2 是 以 4") 中 任意 图 数 ,或 即 i Bely, 芭 二 Ba 人; 
%) =0 切 二 0 确定 ,而 1(Oo) 期 由 条 件 B,(y，+ Wp) 一 06 决定, 其 中 yl1(4")。 
对 各 二 1 及 mw 一 2 的 情形 可 作 类 似 的 靳 语 。 
1 名. 污 指 至 为 (2; 2) 的 情形 ”在 对 p (x) 及 gCz) 依 [174] 开头 所 作 的 假 
_ 至 下 ,我 们 群 和 考察 了 4 有 也 指数 休 , 1) 这 种 情形 。 学 指数 为 (2 2) 这 种 全 
形 的 对 论 ; 在 一 定 程度 上 和 前 面 的 相同 ,但是 比 议 麻 灶 不。 这 时 , 除了 (156) 
迎 的 条 件 之 外 , 还 有 端点 <==5 处 的 边 办 条件。 我们 只 迹 洲 这 方 面 的 结果 ;不 
屿 山 证 明 它 他。 在 这 情形 , 方程 人 471) 的 任何 解 蚁 于 za, 但 车 要 求 此 人 解 满足 
有 实 系数 的 征 一 如 下 类 型 的 条 件 
mua) 十 Fat (0a) ~0, 、 (59) 
绪 就 只 亚 下 方 提 (471) 的 一 仿 解 sm) 。 然 后 ， 依 公 式 (5 了 ) 作 实 医 次 ws (4 ， 
我 们 和 任 从 〖(49 中 定 册 一 个 询 放 入 0) , 它 有 7104*) 中 满足 条 件 {150) 及 
条 性 Bo (ys ap) =0 的 犀 些 狗 数 y(o) 所 往 成 , 着 定 电 了 这 六 性 几 上 的 关 算 子 
RE note ye ome el Wat 
"条 件 以 及 不 启 的 教 9, 估 得 到 4 的 不 同 的 扩 情 。 但 演 :b 护 屡 井 不 完 从 包括 运 
算 子 4 的 全 部 自 共 入 扩 展 ( 殉 [178]) 。 Es 所 有 在 写 措 数 (1 忆 情 形 
下 得 到 的 4 的 自 共 坑 扩 展 ， 以 及 刚才 所 主 的 所 有 扩展 ， 者 具有 下 -一 竹 质 : 孝 
YE1(O), 则 YE1(O) 且 0 一 到 。 而 伦 亏 指数 为 (2, 2) 时 , 和 4 的 所 说 这 一 类 
自 共 垢 扩展 项 至 坤 不 完全 包括 4 的 具有 上 述 性 和 质 的 所 有 扩展 。 浇 数 a 及 5 
是 有 和 穷 的 , 面 靖 数 plx) 及 q(x) 在 区 阳 的 两 端 (它们 都 是 正则 点 ) 具有 上 池 性 
质 , 则 运算 子 4 显然 有 亏 指 数 (2, 2) 。 部 性 语 1(4*) 由 适合 卞 列 条 件 的 责 数 
#(z) 所 和 组成 4Y(c) 及 多 他 ) 在 [ay 9] 上 恶 对 连 统 ,号 三 ( 力 属于 [ea 局 上 的 工 s; 
1( 和 4 由 1(4*) 市 适合 条 御 y (9) = 六 (9) 一 (9) =y (2) =0 的 奖 数 所 组 成 条 
为 要 得 到 4 的 自 共 能 扩展 ,应 在 1(4*) 中 具 下列 性 质 的 图 数 yz) 所 狠 成 的 


， 栽 性 柜上 确定 运算 子 工人 ) : 这 些 图 数 y(e) 满足 达 蛋 条 件 


3 Thy (0) TF hy (b) + bay" (bh) =0, 
YD 二 Gay (0) To 0) TF 9 (9) =0, 
而 常数 hx 及 多 应 满足 条 御 [IV ;98] 


3 04 
还 桔 措 出 在 水 节 指 出 的 所 有 各 种 情 送 下 ; 运 筑 子 工 的 自 共 者 扩展 的 玉 解 式 ， 
是 以 G(x) 几 为 入 的 积分 运算 和 子 ;而 (xy 4) 溃 足 [44 的 中 的 条件 GD) ; 藻 
! 不 电 于 实则 就 方 积 

一 总 四 型 ]+[eeo -y= (160) 


(其 中 了 (2) e Zay 9 (2) 是 从 区 居 火 7(0) 中 去 求 的 ;其 上 定义 了 和 4 的 由 共 邱 扩 
眠 ) 而 验 , 它 的 解 具有 形式 | 
y 四 一 | G(s, )f Woy; 
Gx) 急 具有 所 嚼 的 性 质 , 随 其 4 的 不 同 的 自 共 地 六 慰 而 不 同类 日 是 全 要 让 
数 了 的 。 因 此 , 上 述 所 有 这 些 外 兴 章 扩展 都 上 共有 纯 点 说 。 当 两 高 点 都 是 下 由 
点 时 ，G (x, 切 是 取 相 反 竺 号 的 格林 图 数 (我 们 以 前 作出 注 的 }。 在 其 他 种 - 衬 
形 下 , 它 也 可 以 完全 格 似 地 作 绩 。 
再 来 游 吕 [17 和 中 所 考察 过 的 亏 指 袁 为 《ty 了 的 祖 形 ,我 机 可 以 完全 外 
落 [IV;96] 中 做 过 的 郑 样 , 就 (456) 型 的 任何 条 件 作出 运算 邓 了 工 (0 一 让 的 
格林 锁 数 。 将 它 变 号 ， 便 是 = 时 狗 解 式 运算 子 的 榜 。 这 术 电 然 具 有 下 形 
式 ! 
中 国 . P(e) Abr, 人 当 eg 
Wo UT: PE Aoy WW) Bry 
这 里 如 (0) 是 方程 (147,) 的 满足 条 性 (156) 的 解 ,而 4() 是 活 程 (1471) 的 用 下 
二 的 以 前 的 解 。 这 里 的 第 二 个 条 性 可 收 为 w(7) EI 这 一 条 件 。 完 仅 富 样 地 
可 以 作出 为 任意 复数 时 玫 解 式 的 扔 。 援 人 161) 可 能 不 满足 C146] 中 的 条 你 
(115), 但 可 证 明 它 满足 [C144] 中 的 条 件 (98) 。 自 一 般 理 输 可 为 ,这 梳 对 应 了 
有 办 映像 。 在 一 般 情 形 下 , 自 [t73]， 当 注 指数 为 0, 0) 时 ， 少 解 式 的 楼宇 ! 
为 任 窟 复数 时 具有 形状 : 。 “- - , 
Ws) ua pO dm Wa SIEY, 


G(r, Y) A Hot)? po) My ua) Gey, 
其 申 汪 人 是 方程 工 (0 一 下 = 的 易于 区 则 (人 中; 4<e<5, 上 并 的 解 ) 桓 
ta(3) 是 同一 胡 程 的 是 于 (cy b) 上 7 的 解 ;这 时 这 种 解 存在 , 而 且 除 了 常数 
因子 求 确定 外 这 父 是 只 一 的 。 
177. 例 


(101) 


‘162) 


i 
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1. 考察 区 于 (一 <“，~) 上 的 运算 子 工 (人 = 一 名。 二 程 一 内 = 站 在 轧 

中 根本 波 有 解 , 收 污 指数 是 (0, 0) 就 是 设 ， 去 筑 了 是 站 共 蜀 的 。 根 据 条 件 ， 

y 及 纺 是 筷 对 如 车 的 , 而 ”及 4 局 -下 (- co，c) 上 的 天。 现在 滤 明 由 此 可 

以 排 用 好 和 天。 我 们 用 一 利 以 后 也 要 党 用 的 放 法 求 瑟 。 丢 且 讽 Y(z)》 是 实 
效 数 ,后 出 在 任意 有 穷 区 如上 上 的 让 然 公式 

yaesw = fy, de 


人 
天 分 , 半 淘 a' 及 是 同 号 的 ;得 到 
ydz = A + 全 ) ge (164) 


将 显然 的 恒等式 


- 将 它 代入 (163) | 


et rr 人 ls = 2 和 


方 括号 里 的 蓉 知 于 了 ze(. 抱 ) 。 股 0<a<B。 由 于 妨 在 (一 cy se) 上 可 
和 lb 故 存 在 由 条 的 这 种 光 筋 增 序 列 ,使 ( 殷 ) <0。 又 (165) 左边 的 积 分 在 


bm" 时 有 极限 , 因 y 及 CI 敲 对 这 一 序列 的 5 值 而 葵 ，(165) 右边 的 
积分 是 有 界 的 。 由 于 皱 积 医 数 是 非 名 的 , 这 积分 在 区 间 (4', we) 上 存在 。 看 
公式 0164) ,并 知 窟 因 w? 可 和 而 存在 0' 值 的 这 样 的 增 序列 ) 使 所 :>0 这 一 
事实 ; 赦 如 上 一 伴 可 以 断 吾 y? 在 区 间 (ar，<) 上 的 积分 存在 。 洁 全 局 样 地 可 
以 证 明 区 志 (一 ,5) 工 的 积分 存在 ,这 于 b=<0。 对 复 求 数 y(z) = 坟 (2) 十 
十 各 se) 股 ，| 扩 = 锭 十 埋 ) 于 是 它 的 积分 的 存在 可 由 上 述 积 分 的 存在 而 推 
出 。 不 难看 旧 , 所 考察 的 这 一 运算 子 跟 用 za 对 这 一 运算 勾 范 相 抠 , 井 可 得 自 

` 公式 《70) , 只 要 合 其 中 的 wty) = 妨 。 由 此 册 发 ,容易 作 是 它 的 诺 丽 数 。 在 有 
旁 区 湖 的 情形 , 运算 子 有 元 指数 (2, 2) , 而 在 补充 要 求 每 一 器 点 满足 边界 条 
件 后 , 便 得 疹 禄 点 说 的 自 共 雹 运算 子 。 

在 区 章 为 (0，<e) 的 情形 ; 方程 一 yy'= 光 在 工 中 有 了 唯一 的 解 w= 
ye e009: ( 规 区 化 的 )， 半 指数 是 (了 DD 。 为 得 芭 运 算 于 的 自 共 元 扩 
展 , 还 必须 要 求 正则 瑞 点 z= 0 满足 边界 条 件 。 当 条 件 为 y(0) =0 时 ,运算 于 
访 有 点 玄 , 而 思 秆 湖 分 布 在 区 间 >>0 上 。 这 时 有 了 唯一 的 微分 解 


了 了. 侈 E41 


yt{e) -+ (VX oos ~ xs 人 SinAA 了 


AN 


作 耶 傈 式 ， 冯 方 程 一 一 (二 天) 让 下 时 拘 艇 插 朋 大 中 得 省 源 
数 


Eh fm) = > 全 NY ee fi 
和 2 
站 Tt FR, 


所 有 这 些 糙 果 可 用 初等 计算 得 册 。 完全 跟 上 周一 样 , 可 以 性 明 :这 时 ， 对 
?44“) 中 的 任 湾 画 数 y 99 7) 岩 于 区 亲人 0，c) 上 的 了 
2. 考察 运算 于 


L(y) = 一 六 [4 区 重 | (1<w<+]), O65) 


辽 与 写 指数 (2, 2) 相应 , 因 方 程 区 ) == 土 由 的 任何 解 在 区 则 入 态 只 全 论 全 
对 数 译 异性 。 幼 方 程 工 ( 风 = 了 ?0) ; 襄 了 (2z) 是 轧 中 的 任 必 辆 芍 ， 得 用 生性 
黎 1Gd ”7 的 公式 


gy(z) = [二 了 的 ln 了 二 es |+ 


2 An 二 mn 了 C167) 
其中 7 是 到 市 任 一 两 数 , 和 ,7 是 代 意 常 吾 。 我 们 渤 有 
(1-s)y' 一 |0s- 喜 ft) |。 (010%) 
要 答 定 线性 禾 区 04 下 的 5 就 要 省 于 粹 罕 开 旨 01 及 Co 把 公式 入 67) 方 括 
号 中 的 式 于 如 为 G 人 的 及 开动)， 可 写 贡 : : 
y= GW) FH ni (a)y'=2110) 》 《109) 


Buyy 4) = 01.—2) (ya ~—2y) OD RG) (70) 

对 ?14e) 中 的 任何 3 站 全 及 节 (3) 在 2z->: 上 1 时 有 有 淄 梧 限 。 由 3 自 7 了 .1*) 
中 选 怀 各 :时 是 任意 的 ; 改 可 扬 吉 [54 各 性 入 区 可 山下 列 亚 洋 来 允 节 ， 
地 码 交 > 款 -1 肢 G( 扩 玫 9 下 TI) 一) 就 二 
CC 六 了 的 = Ff In Ee de0。 Urb 


朗 卫 是 返 耻 于 (166) ;定义 在 ?4 中 适合 下 列 芝 eo 的 浅 数 ye) 所 外 成 的 纺 
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性 嵌 ZD) 上; w-> 土 时 Ga) 一 0, 序 xX 过 土 时 豆 ( 妇 ->0。 这 相当 于 

C= f at=0, (172) 
三 齐 划 矿 性 绕 (D 的 {171) 相 开 以 之 后 ,可 见 1(4) 是 1(D) 的 部 分 。 自 (170) 
斑 即 可 知 y 若 立 及 ; 属 玉 地 By; 人 9 一 4) 就 是 褒 ， DD 尽 对 务 运 算 了 于。 现 
在 和 让 表 玫 足 让 共 王 运 筑 子 。 这 可 帅 精 为 考 归 以 下 的 断 语 : 活 区 并 [一 1， 十 匡 
上 za 中 的 贺 数 zf 及 知 (对 #D) 号 的 任何 满足 关系 式 


sR + 
3 L(yade=| sy ds 
-I 


则 zE7 (及 而 2*= 开 (2)。 由 于 14) 是 1(D) 的 部 分 , 故 可 断 宣 上 式 识 为 1(4) | 


中 的 任何 y 所 满足 。 那样 的 话 ; 则 依 [1721 汕 航 定 理 1 可 知 2E1(4*) 及 
2 = 工 (2) 。 上 式 还 洗 新 我 们 ,x 1D) 中 的 任何 下) =0, 而 由 于 2 于 二 
时 的 权限 全 (WW) 是 任意 的 获知 2> 土 ] 时 1 (2) 一 0, 就 是 讽 ; 2&€1(D); 于 是 
“关于 卫 为 眉 共 示 运 算 了 的 新 赴 证 明了 。 属于 线 性 泽 1iD) 的 有 所 有 的 多 项 
式 ， 其 中 也 有 勒 上 竺 多 瑚 式 。 这 些 多 项 式 租 成 区 闭 ( 一 4 二 了 上 的 完全 规格 
化 正 交 租 , 我 们 知道 它们 是 运算 子 了 的 周 有 元 ， 从 而 知道 这 运算 于 有 有 炖 点 必 
( 兄 [L176]) 。 
现在 证 明 将 性 业 !(Z2) 由 1(4*”) 中 那些 图 数 y(x) (2 后 相 区 这 些 丽 数 使 
纪 =29 | 在 区 并 (二 1， 二 四 上 是 可 积 的 。 为 此 只 要 对 实 的 5 来 王 明 这 命 
是 就 够 了 。 设 一 1<w<< 十 1) 写 出 最 然 的 公式 
-| yd ey de (L— 22) yy | = | 3 (I—adyMdz, (173) 


由 于 yy 及 [一 22)yT'E Do 左边 的 积分 在 4'> 一 1 及 Wr->+1 时 有 柱 限 ,于 
是 为 求 卫 一 辣 扩 在 区 有 (一 4, 十 切 上 可 积 , 必 要 有 旦 充分 的 条 件 是 :积分 号 外 
的 项 在 w 一 ~ 工 及 P 一 工时 有 有 穷 的 极限 。 落 豆 (O 在 x> 一 或 和 > 二 工时 
有 蜡 于 鸭 的 极限 , 其 由 (169) 立即 可 iy ;> 十 w 而 积分 号 外 的 项 有 无 旁 酸 
限 。 但 车 条 件 (172) 注 足 ,由 
2H (y) ln = - 太 jdvin 了 二 te] fatnin FE 了 2， 

由 此 ， 仗 舒 伐 尔 兹 不 等 式 : 

4 I Win te 


2 C041) In? 了 六 ] 7 laat; 


人 
41 
I (ln I 


二 人 一 四 ]na 1 08) |9at, 


二 


spr 


177, 斌 5 


部 当 o-> 十 1 时 如 仙 )In 于 二->0。 获 时 , 依 (169) ，y(2) 在 +> 十 1 时 有 有 


旁 述 限 , 故 这 队 垃 (y)0, 各 当 王 > 十 1 时 (1 一 区 y->0, 这 就 齐 划 了 看 性 镶 
1{D), 公式 (173) 中 积分 号 外 的 项 在 5"*1 及 a' 一 ~ 工时 起 于 稳 ; 关 于 1(D) 
的 定 更 就 此 证 明了 ， | 

3. 更 在 来 窄 与 只 色 勒 方 各 相关 的 运算 于 


ZW)=- 全 (< 漠 (<z<eo)。 9 


古 程 工人 =%y 朋 C49P (2W35) 十 CaB 人 (2 。 踊 和 一 十 站 并 留意 在 
移 度 范 园 ~ 瑟 <arez< 到 内 成 立 的 汉 开 尔 现 烙 的 劣 近 式 ,不 难看 出 在 所 花 清 
形 下 的 专 指 数 是 人 了 。 钥 非 泊 光 方程 也 @) 一 了 (2) ,得 到 矿 性 拉 1(4) 的 公 
式 : - 

=[ ce retal]t[osf rwabess ars 
及 


«y' (2) =0,— fo 1 6) 70) ， 


. 共 中 f(z*) EL 且 g(x) 也 应 有 于 工 ,, 但 这 并 不 对 Z 中 的 所 有 = 都 成 立 。 落 
过 定 菜 了 (z) 及 某 Ca 及 Ca 局 得 瑟 中 的 如 (z\， 其 对 同一 了 (x) 但 选 定 与 前 
不 网 的 Cs 及 Cs 时 ,所 得 的 办 (办 可能 就 不 百 虹 子 工 了 ,因为 否 划 的 庄 , 形 状 
海 4 十 过 二 的 萱 信 (2) 一 凤 ( 罗 应 昨 于 Lay 而 这 是 不 可 能 的 。 所 以 公式 (017) 
把 工 中 歼 数 /z) 所 想 成 的 一 趟 这 入 j 申 为 !C49) 而 中 的 斯 有 了 (Gz) 有 有 
确定 的 数值 C1 及 03 与 之 入 应 。 仍 如 ;比方 褒 ; 了 (x) 只 在 有 穷 区 半 fa', 5 上 
蜡 于 党 , 划 股 , 

=- 广 f (lgt at, ca=|. fe 

后 ;得 到 项 数 gz) ， 它 在 x>> 中 时 等 于 等 。 只 要 适当 涉 择 了 (1) ， 就 可 得 列 0， 
及 馈 的 活 蚀 和 能。 用 对) 及 五 人 9) 来 双 公 趟 (175) 中 态 括 身 里 多 式 于 ,得 
5 Br (yy 2 rg gy) = GO Hy) 

在 这 情形 ; 我 们 有 %6 一 2 及 加 一 1 于 是 仿 [17 可 中 的 定理 7, 线性 伐 ?1(4) 由 
条 任 Bn(y，, 2) =00 ~ C0! =0 测 胡 ; 其 中 如 及 对 y 是 党 铬 ， Cr 及 Os 
对 3 基 常 数 。 汶 条 件 应 为 1(4*) 中 的 任何 * 所 满足 ;而 由 于 C 及 人 4 是 任 党 
芍 , 改 知 ii) 可 由 条 件 Ci=Ca=0 求 剂 旭 。 在 7144") 中 , 职 适 合 wx0 肝 


i 


” 
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sp_>0 的 ( 序 适合 Ca= 0) 这 种 男 数 y (z) 粗 成 一 存 性 嵌 。 如 果 用 公式 (174) 
在 斌 狂 炭 CD) 上 消 定 运算 于 卫 , 则 如 上 例 一 祥 可 以 证 明了 是 自 共 者 运 第 子 。 
我 们 要 环 明 : 起 性 饶 1(D) 和 1(4*) 中 使 zy2 在 区 间 (0, 2) 上 可 积 的 那 
些 画 数 %( 世 所 粗 成 。 首 先 求证 明 辅 助 定理 。 
辅助 定理 车 ye1C4*) , 刚 zg2 在 区 间 (ar， co) 琅 训 积 ,其 中 a/>0。 
vv》- 
a' 沟 数 值 是 多 少 尼 然 没 有 什 勾 关 采 , 效 可 股 ef>>1。 写 蚀 公 式 
-| yy") drt+ ryy! -| ry dry (177) 
”其 申 1<ar<b'< oo。 引入 新 变量 1=Je 5 得 : ee 
J v= 
这 里 c=Igq' 而 2 一 lg 25。 将 显然 的 恒等式 


让 td I 
at at +t at ¢ 


PT mm 
于 是 公式 (177) 可 改 号 号 为 : 


-| i = 2 人 (人 必 。 (179) 


积分 ,可 得 : 


方 括号 里 的 式 子 等 藉 -2- 全 (基于 是 用 相似 于 例 工 中 的 推 池 ， 居 得 精 且 
定理 中 的 断 许 。 

再 闲 看 公式 (177) , 设 6<4a'<b'< ow 由 所 三 辅助 定理 可 知 积分 号 外 的 
项 在 b> 时 有 有 筋 极限 ;而 为 要 zy? 在 区 天 (0，-) 于 可 积 , 必要 生 汉 分 
的 条 件 是 : 这 一 项 在 “>0 时 有 有 和 益 的 极限 。 潍 C=0, 剧 依 (176)z->0 时 
和 ->0, 而 人 (175) ， 如 在 网 2 中 一 洋 ， 可 知 >_>0 时 #>01。, 车 C0; 则 
2 一 0 而 办 > 就 是 说 xyy'-> 呈 ， 这 就 丁 明 了 关于 神 性 绕 1(D) 的 断 证 。 
方程 一 zy)'=2y 有 属于 1(D) 的 一 解 和 (2 3) ， 而 不 管 和 是 什么 实数 ; 它 
都 不 属于 Lo, 故 运 筑 子 D 有 炎 速 棱 第 。 把 这 个 解 在 区 间 i0， 条 上 对 > 积分 ， 
创 得 >0 时 的 给 分 解 V Xi (C2VX2)。 

4 我 们 天 看 与 埃 尔 窗 特 丽 数 相关 的 运算 子 : : 

LW 一 一 如 于 zy (ore+m)o (180) 
对 1(4*) 中 的 任意 函数 %(z) 以 及 任意 有 穷 区 隔 , 有 会 式 


上 


47 僻 5 


fi’ i 
| syT (Wastyy 节 = 六 ydx+ | nodro 8 
ou’ 总 


如 只 引 于 汰 赛 实 画 数 , 思 放 公式 (181) 井 照例 工 那样 来 葵 王 ， 便 知 %3 及 zy 
与 乘积 9 (0) 都 在 区 山 ( 一 w， +) 上 可 积 。 从 而 依 (131) 可 知 乘积 好 ' 在 
zx 一 士 ce 时 应 有 醒 嘴 。 但 由 于 与 销 EZo， 改 这 乘积 在 区 间 ( 一 c， 十 ce) 上 
可 和 , 于 是 这 极限 应 等 于 堆 , 就 是 觅 ,对 1(49) 中 的 任何 实 画 数 %y(z) 证 明了 
会 式 : 


[swar= [~ yraz+ yd G83) 
现在 证 明 与 运算 子 (180) 相应 的 亏 指 数 是 (0, 人 。 用 旺 哮 法 来 瑟 。 琶 方 各 
五 ( 奶 == 走 在 Lr 中 有 解 4 一 匀 寺 afe 这 时 工 (y) 二 一 Ys 且 世 (Y2) =yxo 对 妇 
及 ys 这 用 公式 咒 82) ,并 把 所 得 等 式 加 起 来 ,得 到 : ns 了 

辣 ydr + 六 区 2ar 二 | xiaz+| zWar =0, 


册 此 立 序 可 知 凡 发 ys 是 与 惟 相 托 的 , 于 是 ， 运算 子 中 80) ， 小 有 和 氏 加 任何 边 
界 条 件 和 的, 力 是 窒 共 坎 运 算 于 。 它 的 加 有 元 是 埃 尔 冤 特 本数 ;成 一 完 双 和 粗 , 鼓 
运算 子 (180) 有 褐 点 议 。 

5， 我 们 来 看 与 控 盖 尔 丽 数 C01;223] 相 关 的 运算 于 : 


L(Y <z<oo)。 . (183) 
对 1(4*) 中 的 任何 本 数 ,有 公式 ;、 
加 yL (Ar+ yy |. 一 zy' A 十 二 一 dz， ， 《上 8 由 


其 中 0<o<U<<c 而 如 例 3 中 一 样 ， 由 此 可 知 2% 2 及 xz2 在 区 贿 (oco) 上 


可 积 ; a'>0。 如 例 和 一样 , 我 们 从 而 知道 r~>ce 时 zyy'->0。 方程 了 的 = 向 
的 任何 解 , 在 + 一 0 只 灵 能 有 对 数 育 异 狂 , 故 它 尾 子 企 何 有 穷 文 有 (0, 0) 上 的 
Za， 就 是 跑 徊 =2。 现在 三 明 np 二 1。 为 此 ,只要 证 明 方程 L(y) = 让 在 原点 
处 为 正 期 的 解 y 一 位 十 由: 不 可 能 属于 Co。 出 若是 这 样 的 话 ); 期 姑 及 妃 将 膨 
于 4) ,而 此 外 将 有 :4-30 时 zy91>0 及 zy 一 0 对 和 及 奶 迹 用 公式 
G89 , 取 4 -x0 及 bz 一 ce 财 的 柜 限 ;并 将 所 得 等 式 相 加 ,天 将 得 等 式 


f” :2 2 人 2 E27 

上 人 | Wi + Set 一 0 
由 此 将 挫 得 内 (zs)》 及 ya(z) 与 器 相 括 , 而 这 是 不 合理 的 。 于 是，m=2 而 
地 一 1) 因而 运 筑 子 (183) 有 亏 指数 (1; 1) ,可 以 证 明 : 在 由 2(4*) 中 使 区 3 及 
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2 在 获 个 区 也 好，<) 上 可 积 的 那 吕 了 所 相 成 的 钱 竹 绕 2(D) 上 ， 这 运算 子 
是 自 共 虞 的 ， 拉 其 尔 副 数 腾 于 这 搁 性 路 , 成 一 完全 钥 ， 故 运算 子 D 有 条 点 
僧 - 


和。 在 前 两 够 中 我 全 考察 了 运往 子 一 [p(y]' 守 g(v)y 由 下 数 2 (在 
基本 区 间 上 有 正 秆 的 情形 。 现 在 取 q(x) 为 负 值 区 数 的 运算 子 ( 见 We Me 
them. Annal., Bd. 68, 267 页 ): 
T= yy (9<z<co)。 (185) 
芭 间 端点 zm“0 是 这 运算 子 的 正则 费 点 。 哮 齐 次 方程 二 xy 二 0 不 赚 歌 鞍 
[LIL 49] 它 的 一 般 积分 是 : 
gz) OA LI (二 4 Ls 3(3). 《186》 
或 即 | 
$9) 0 TH (2 +C5V 五 (3 G87) 
方程 LD) = 具有 十 (5 二 Y=0 这 一 形式 , 它 的 一 般 解 是 yz 二 和), 其 
中 Ya) 由 公式 (86) 或 (187) 确定 。 和 意 汉 开 尔 图 数 的 江 江 表示 式 期 可 肠 
首 态 程 卫 获 ) 一 志 在 工 中 只 有 一 个 解 , 就 是 襄 ; 在 所 条 情形 下 , 亏 指数 是 
贡 yD 因此 , 为 使 运算 子 (18) 是 得 共 锯 的 , 只 机 更 求 庙 点 z=0 满足 边 界 人 条 


件 就 行 了 。 设 六 9) 一 0。 方程 二 亿 ) = 的 满足 落 一 条 件 的 解 , 显然 具有 形 . 
成 :- ， | 


. 由 (sa(z 十 一 ta 人 Du 人 z 二 2) (188)} 
其 中 
mys) TFT <) aa (8) 一 人 全 I . Ee). Gag) 
. 异世 只 色 动 画 数 的 潮 近 式 ,由 共 得 出 计 
“0 


我 们 在 到 ,不 管 是 什么 实 煞 , 醒 数 (188) 者 不 会 属于 工 ;; 序 是 趾 ， 运 草 子 其 
有 站 违 统 习 。 将 解 (188) 对 X 积分 , 得 出 Ls 中 的 画 数 ， 而 不 输 X 是 什么 实数 
值 ;这 吏 数 是 微分 解 ,六 而 识 绕 湛 了 整个 实数 辆 。 利 用 这 逢 ,可 作曲 与 降 立 时 
公式 相 类 似 的 公式 ( 昂 上 这 Weyl 的 葡文 )。 


178. 二 ij 限 - 5 


一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 … 


198、 无穷 姑 障 “在 [65] 中 考 夺 了 一 条 积分 运算 子 ， 其 核 是 
足 条 件 (86) 及 (86) 的 。 完 全 类 似 地 , 可 以 在 石 中 考察 由 下 面 这 
wn 站 


— Sone Go1,2,) dg 

所 实现 的 运算 子 ,其 中 ow 一 2 且 消 足 条 件 
RD lcal?= 总 |aul?<co (b=1,2, 0 , (191) 
这 时 , 航 数 (190) 对 如 中 的 任何 元 4: 杂 对 禾 航 ,但 由 i 二 泪 戌 的 释 
数 汉 不 一 定 收 敏 ,部 是 襄 ，(y1, 如 ，、…) 可 能 不 是 有 中 的 元 。 用 
Lo) 来 记忆 中 延 合 

忆 xl|zrl 天 co 
”的 这 种 x), 而 用 区 B) 末 从 著 些 使 (加 ya; …) Ez3 的 z。 像 在 全 651 
中 一 样 , 可 让 1(40) 在 石 中 处 处 碍 密 卫 71(4o) 1B)。 丕 用 46 床 
本 由 公式 《190) 定义 在 1(4o). 上 的 送 算 子 ,用 来 志 由 同一 公式 害 
义 在 1(B) 上 的 运算 子 ， 划 可 肠 音 do 是 对 称 运 算 子 且 也 = 必 ( 史 
[1651)。 je 例 (191) , 所 有 举 标 基 痢 局 于 1(B) , 甚 凡 居于 
玉 do}。 为 使 日 是 自 共 二 的 ,必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 以 BB) 中 的 任 
何 z 及 yg， es 


ee 于 (三 aaa Ye 3 Ty ( 3 ou) (192} 


页 由 于 az 和 gxiy 故 有 


全 eaxg 一 ~ a o 
对 称 运 算 子 4 可 能 不 是 阴 的 ,于 是 我 他 还 要 引 旬 新 运 算 子 4 并 
证 明 它 是 4 的 阴 包 。 融 1) 是 1B) 中 适合 
(Be, yg) = (8, By) (yELB)) (198) 
的 这 种 2 所 组成 的 线性 和 化, 而 4 是 由 公式 (190) 宏 义 在 区 4). 上 的 
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运算 子 。 另 一 方面 , 指 适 台 ( 8, 4) = (y 29 (YE1(B)) 的 这 种 元 
2 租 成 钱 性 徐 1(4)") ,而 在 该 乌 上 定义 运算 子 4 , 划 因 4 忆 测 ， 
z* 可 依 公式 (190) 用 “来 表达 , 即 x* 一 Bx。 将 这 与 4 的 定义 相 比 
较 , 可 网 如 "与 4 重合。 但 4 是 4 的 开 包 ,就 是 说 4 是 do 的 阴 
包 , 于 是 少 = 人 2 二 B[154]。 斌 褒 明 重 性 秘 1(4) 及 运算 子 4 的 一 
个 性 质 。 中 沟 所 有 元 (21 wa, …) ,凡是 只 有 有 和 益 个 妇 量 wx 是 异 
于 等 的 ,叫做 “有 筋 元 ”性 14) 是 “有 筋 元 " 组 成 的 纺 性 艇 ,4 
是 定义 在 这 和 线性 答 上 的 运算 子 {190)。 由 于 A = Qtr, 这 是 个 对 称 
运算 子 ,而 1(4) 的 任何 元 显然 都 在 1(4o) 中 ,分 44 忆 4o; 于 是 , 洪 
用 可 ' 记 44 的 处 包 , 其 C4, 圾 4*C(2N)*。 裔 4 是 类 导 为 
的 坐标 基 。.( 下 )* 中 的 任何 元 4 应 满足 等 式 (Be;, 9) = (ey, 信 ) ， 
”而 办 = (可 )"g。 用 入 及 人 来 下 4 及 妨 的 各 跟 量 ， 可 将 所 没 等 式 
与 为 下 形式 : : 


翌 cog- 闫 ， 郎 - 似 = a 


由 此 可 见 9E1(4") 而 好 = 4。 将 这 灶 果 与 4" 所 (ZA')" 相 比 较 ， 
可 知 4) *=4*, 故 4'** 一 有 '。 但 4"=4, 表 Z'~4。 交 个 精 果 : 
可 按 和 如 下 方式 来 陈述 : 

定理 车 SC) G1(4) , 划 存 在 这 样 的 "有 有 势 元 ?有 有 绑 元 ?序列 到 使 £8, 
-dz 是 A= 4 一 本。 ， 

了 4 的 自 共 井 性 可 归 精 为 由 = 4。 如 车 不 然 , 则 运算 子 4 的 亏 
指数 , 由 方程 如 = 知 及 As 二 一 记 的 解 的 子 空间 兼 数 所 确定 , 故 
可 应 用 以 上 所 注 运 算 子 的 扩展 迎 沦 。 还 看 再 直 明 : 凌 短 证 cx 是 实 
ey (4)。 事 实 上 , 依 所 证 定理 ， ee “有 和 旁 元 "的 这 种 序 现 
ftrtem, 使 1 一 总 有 归 一 | 一 名 本 十 "一 如 js>0 县 dz 一 
一 A611 42 一 A486nl: 二 14" 一 A641-30, 由 此 知 上 一 各 |->0， 


闻 8， 雅 科比 炬 陈 549 


有 we 一 4 多 人->0 112" 一 和 ->0, |Aw' 一 4A2 一 0。 琅 意 4= 有 4', 便 
得 上 述 命题 ， | 
179， 雅 科比 纸 际 ” 灌 在 把 上 述 猪 果 计 用 到 下 面 的 雅 科目 短 
应 上 去 : es 
' & bo0 0 0... 
Bou bi0 0... 
、 0 Bb. gas ba 0 1, (194) 


aa 


. 依 惨 式 (网 [401) 
APiOW) = BrPrr (NM) HonPs(h) 十 BeePxr-it)， (195) 
P-i1(%) =0; Pl) =1, 


作 实 多 项 式 Pl) , 由 此 得 
t= Pr (d)eo, (196) 
这 里 用 e 记 华 标 基 。 | 
定理 1. 车 坡 数 ， 
BP G=V-D)Y .197) 


. 收 钱 , 旭 运算 子 4 还 是 自 共 者 的。 
因 (197) 收 钱 , 可 取石 中 有 分 量 加 一 本 (的 元 >, 使 (ye 一 
二 P:(i)。 和 留意 At 一 了 ea 十 ai 十 bxex+1， 以 及 公式 (196) , 得 
(Aer, 0 一 了 EC 十 路 瑟 5 十 
TD] 一 和 Ps (2), 
由 此 , 依 (esy go 一 丽 (GJ ,可 写 出 (dey 9 = (es 襄 )]。 根 据 4 以 及 
数 积 的 分 配 性 ， 得 (4y, 0) = (y, iz) 对 任何 “ 肘 元 ”gy 成 立 , 面 


音 
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OO re 


仿生 78] 中 的 定理 , 这 等 式 对 攻 人 中 的 任何 成 立 , 故 4&1(4*) 

而 4's=iz, 由 此 知 4 不 是 自 共 乾 运算 子 。 
定理 2， 车 级 数 (197) 发 散 , 区 运算 子 4 是 自 共 地 的。 
只 要 证 明 4* 没有 因 有 值 士 ? 就 行 了 。 慨 裔 不 暴 这 样 , 则 

4 Ag 一 纪 ) 其 中 元 zt0, 加 ,2 ，…) 是 异 于 寺 的 。 根据 4 的 定义 以 及 
zt7A) 这 一 究 实 , 央 有 (ew, =(eps 2) 或 (5 ,Ax) ice 就 
是 讼 ,2 O1165-1 十 Qi24 十 Drep41) 二 ivx， 展 开 数 积 后 ,得 ;Bize-1 十 
”二 ao 二 eur 一 和 xx。 利用 (195) 及 数学 归 灵 法 , 由 此 得 : wxe 

一 Pz(i)ao 及 zo 去 0。 但 这 跟 (197) 为 发 散 的 事实 相 子 盾 。 车 把 

(97) 中 的 衬 换 为 (一 加 ， 几 因 Ps( 一 让 “0)、 显然 也 会 得 到 发 
散 弘 数 ， 于 是 如 上 一 样 可 知 4" 没有 图 有 值 -部 定理 就 让 表 了 。 所 
以 , 毅 数 (197) 发散 是 4 为 自 共 地 计算 子 的 必 机 县 充 耸 条件 。 只 

要 重 各 以 上 两 定理 的 藉 明 字 包 ;就 可 证 前 ,车 级 数 


LPO | (198) 


对 任何 不 是 实数 的 wx 收 化. 旭 及 & 是 4* 的 加 有 值 , 而 若 般 数 
(198) 对 某 一 非 实 数 的 < 发 散 , 划 c 及 5 不 是 4 的 加 有 做。 站 后 
一 情形 二 ,了 照 11673 及 F168] 闭 样 来 推理 , 可 知 间 呈 自 共 量 运算 子 ， 

就 是 向 级 数 人 197) 发散。 反之, 若 (198) 对 某 一 非 实数 的 w 收 散 ; 刚 
4" 有 非 实数 的 固有 和 值 , 于 是 4 非 自 共 元 运算 子 ; 般 数 (197) 也 是 
收 人 多 的 ， 这 些 论 证 使 我 们 得 到 以 下 的 定理: 

， 定理 3 只 可 能 有 以 下 的 两 种 情形 : 裔 数 (198) 对 任何 非 实 
数 沟 a 发 散 , 或 是 , 对 任何 非 实数 的 a 交合 。 在 第 一 各 情形 下 ，4 
是 自流 乾 运 筑 子 ,在 第 二 种 情形 下 ,不 是 自 共 塌 运 算 子 。 

进一步 , 由 害 理 2 的 族 曙 立即 可 知 , 车 ((197) 收 人 敏 , 旭 4* 的 

与 回 有 和 值 i 相应 的 图 有 元 的 从 量 满足 等 式 mw= Pi (6)zo ( = 2 

…) ,这 里 mm 是 异 于 规 的 任意 元 , 郎 子 空间 2:(4) 是 一 站 的 。 语 
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一 -一 一 一 一 一 一- 一 -一 一 


粹 ,3 _( 轴 也 是 一 友 的 。 后 者 可 由 大 14) 中 的 元 ai 换 为 其 加 元 
而 得 由。 因此 , 在 第 一 种 情形 下 人 的 气 指数 是 (1 力 。 子 空间 
4K4) 及 于 《 习 中 的 元 mm 及 全, 陈 了 和 有 诗意 复数 因子 处 ,可 由 下 趟 
Pm oP 
唯一 确定 , 而 4 的 自 共 谣 扩展 4 的 于 空间 ide) 可 由 疏 式 ?= 
一 m4 二 ams 唯一 确定 ,其 中 mE1(4)ya 是 尾 沾 复数 ,m0 一 i 人 p- 寺 
二 ee) ,而 0<g<2r。 放 名 在 第 一 种 情形 下 是 4 的 说 冯 数 , 或 
在 第 汪 种 情形 下 是 任 一 do 的 问 别 数 生 pC) = (vaoy oo。 党 至 和 
40 中 一 样 ,有 : : | 
PWN- es 


(dens o) = | APr Pi) dp ON), 


a= | P, (Nag eo, 


而 在 第 二 种 情形 下 4 应 换 为 As。 短 陆 (194) 中 的 元 显然 可 直下 
式 
ow= 让 AP,tN) Pi(Napth) 


表示 。 现在 来 巧 明 : 尽管 区 陆 是 无 汶 的 , 多项式 Pe(X) 构成 关于 
p( 入 的 于 租 。， 

定理 4、 多项式 P;(%) 构 成 关于 p(X) 的 闭 租 。 

发 gx( 和 是 这 样 的 一 个 夯 数 , 宪 在 一 co<< 和 <p 时 等 于 1 不 
和 > 册 肝 等 于 需 。 训 0) 是 取 有 筋 个 数 秆 cea， -… Gu 的 醒 数 。， 
而 每 一 值 ex 部 是 它 在 有 穷 区 网上 取 的 , 助 任何 这 样 的 丽 数 xw (%) 
显然 本 表示 为 名 种 刀 值 的 克 数 ps()) 的 有 劣 线 性 组合 。 如 果 我 们 
对 和 任何 疡 证 明了 gn(X) 的 闭 性 方程 , 则 起 广义 用 性 方程 ,对 画 数 
pn) 的 任意 线性 和 组合, 这 胃 性 方程 也 将 成 立 ;, 从 而 可 知 它 对 上 沈 


(A) 这 一 类 型 的 所 有 阴 数 乔 汇 立 。 ,但 这 种 面 数 所 组成 的 绪 性 往 
在 荆 中 关于 p(X) 到 处 稠密 [6 了 , 故 P(N) 成 于 租 [61]。 于 是 ,只 
要 对 gs (和) 来 证 明 阴 性 方程 就 行 了 。. 算 出 P2(%) 的 积分 以 及 这 画 
煞 的 傅立叶 系数 : 天 


[0a = ,0 pd); 


bee | 第 四 章 省 更 村 穆 和 疗 徐 


a pO Pe) = Prdap tN), 
必须 对 任何 4 验证 等 式 : 
PU) = 已 i PCMW dp(N) 站 ED)Gp(N) 
焦 肝 性 方程 ,我 全 有 
UD ll 总 (Cao on (ois Epo 
于 是 只 要 散 唱 等 式 
(ao sn) = ors Sum0) =| ,Pe (dp, 


.. 上 式 右 边 是 实数 ， 但 这 等 式 可 由 e; 的 所 指出 的 积分 巍 示 式 ( 昂 
[55] ) 宜 搂 得 出 ,于 是 定理 斌 明了 。 
再 指出 御 断 《194) 为 入 共 醒 短 阵 的 一 个 简单 的 充分 条 件 。 自 
(195) 立 郎 可 得 会 式 : 
Bb Pilo) Fra) 一 r4(0) Pr (a) i 


Rt 


= |P, (0 3 4B io) eile) ~ 了 Po ， 


a 一 0 
浴 天 =0 起 训 到 =n 一 1, 得 恒等式 : LE l 
(P,Q) 361 et 五 C0) 一 上 (Cj Po-li(a) ， 


个 一 a 


特别 当 a=i 时 有 
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{| pO) 2 2b Pub DBP 
k=0 


“= bn lm[P, (0) P.-C)]。 
四 局 ( 和 ) =1, 故 上 式 左边 >1， 由 此 得 : 


‘<IntP, PrP lps!|< 


<E[ PO) 1+! Pat) | 
于 是 ,从 %=1 起 加 漳 n=m 十 1, 得 : 
总 去 < D3 1 Ps) 1, 
因此 , 依 定理 2, 立 郎 可 得 
定理 8、 车 1; b, 所 粗 成 的 级 数 收 化 , 则 4 是 自 共 乾 运 算 子 。 
更 指 出 与 上 述 有 直接 关系 的 两 个 事实 , 但 不 加 凑 明 。 可 以 证 
明 若 4 有 亏 指数 (1, 1) , 旭 般 数 (198) 对 任何 < 值 收 合 。 而 若 4 
是 自 共 屯 运 牌子 , 划 (198) 对 a 为 实数 时 也 作 散 , 但 陈 挤 对 应 于 4 
的 点 说 的 那些 a 值 , 要是 有 的 语 。 此 外 , 当 亏 指数 为 (1, 时 ,4 
的 任何 自 共 加 扩展 有 部 点 弄 。 
我 们 来 看 去 尔 密 竺 多 项 式 ， 和 桥 为 雅 科 比 和 矩阵 的 例子 。 我 们 录用 等 式 


, Hy) = (一 re (199) 
” 来 定义 埃 尔 密 圣 多 项 式 ,并 已 得 办 关系 式 
9Hi NW).=H HN) + EHR 0) (200) 
及 积分 等 式 [ITs 220, 221] 
je eH HE WAN =24k IV Fs , (201) 
-为 使 以 后 能 得 出 规格 化 多 项 式 , 代 兰 (199) 而 引入 多 项 式 
Pr(h) = 5 (FD 全 (era)， (202} 


之 后 ， 关系 式 (200) 就 改写 为 以 下 形式 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 - -- 一 一 ”一 一 一 


PH) = 人 i EPr-1(), 


» 


两 Ps 于 是 ,车 农 牙 种 入 还 际 ; 识 


fx =0; ”本 一 SL (r=0, 2 9 ， 
见得 多 项 式 (20 久 ,上 日 成 立 玉 下 公式 [网 1IT;220]: 


fa ， 10 汝 8 
2 Pol) PW A > 当 必 =] : 


0 当 ie 一 开关 ， 


Eo PEW PW Wa a, 
自 定 于 5 可 式 指出 ， 在 所 讼 情形 下 4 是 自 江 酉 运算 于 。 贸 意 上 面 写 的 积分 


pO) = oa a 
汉代 于 二 有 分布 在 人 部 区 则 (一 ;十 避 ) 下 的 简 媒 这 档 身 。 
180. 矩 障 及 运算 子 ” 我 们 来 研究 短 障 与 动 勤 柏 特 空调 内 对 
称 沃 算 子 之 交角 关系 。 计 役 在 全 这 空 阅 肉 烙 定 有 措 自 共同 壕 东 子 
4 和 丰 贡 p19 … 是 下 中 的 元 所 损 成 的 任 一 完 从 规格 亿 焉 交 狂 ， 
四 公 式 
oma= (Apry pi) = ry po 《cm 一 Ge) (208) 
确 害 一 敌 往 a 的 雍 元 ,得 : 加 
示 一 > SY ts, ' (204) 。 


小 型 科 是 其 个 元 人 的 各 分 央 , 才 w= (12,9) 海 wo 是 芭 栅 像 的 各 
秀 重 , 印 从 = (4z, pr)。 所 以 ,进取 了 一 定 的 华 标 直 之 后 ,运算 子 
4 可 估 公 式 (204) 用 短 障 素 表 示 。 车 取 男 一 租 坐 宗 若 册 :， 册 :，…， 
而 可 是 使 Ups 人 ~1，2，……) 的 么 映像, 县 入 (go go) 一 
= (sy go ,加 运 算 子 4 将 有 -一 知 障 与 之 对 应 ,其 备 元 为 : . 


全 ' 扯 降 及 泛 分 学 5 


Dr™ Gao, i,) 和 (4 由 ， ge) (元 和 9 
= Ws, Are) hay pe) = 


= Bp) Ds 0) Aprs 9 (20 


-而 这 里 应 用 了 [95] 中 的 六 义 阳性 方程 (181)。 留意 以 上 所 引进 区 
训 号 ,可 写 出 : 


一 Bi D2 | ea “206) : 


如 果 把 这 下 式 应 用 到 by 一 5 上 , 取 共 罗 攻 ， 而 在 右边 把 字母 s 换 
为 二 把 # 扩 为 8, 则 得 : 


b= Du Si Care (207) 
完全 同样 地 ,可 得 : | 
ube (208, 


反之 ,车 烙 定 了 涌 足 [136] 中 有 界 性 条 件 的 短 隐 a{an) (Qe 一 54) ， 
县 固定 五 中 的 一 贸 坐 标 基 pa 人 2 一 二 2，…) , 则 到 式 (20 人 确定 了 
4 在 互 中 的 有 界 自 共 刁 运算 子 。 芝 时 , 短 障 {wz} 的 第 大 列 所 给 
出 的 ,是 华 标 基 ps 的 喘 举 的 各 从 蕙 , 故 可 写 


、- 


Agy = geo | - (209) 
短 陈 与 元 界 渤 算 子 胆 的 关 采 韦 这 要 复 洒 些 。 以 后 , 凡 满足 对 称 杀 
件 (aes=cox) 访 及 条 件 (I19DD 的 类 陈 , 呀 微 C 答 障 。 贺 有 了 于 对 称 运 
算 子 D, 其 感性 答 7D) 在 开 中 处 处 稠密 。 取 完 僵 规 落 化 正 交 型 
9z, 使 所 有 px 都 是 属 也 5D) 的 , 再 用 公式 (203). 把 其 中 的 4 换 
2 定 出 知 障 term}- 的 省 元 。 恢 天 陈 忆 的 对 称 性 以 及 隔 性 方 

可 以 断言 (ai 是.C 算 阵 。 对 数 积 (Cowu 人 (2 Dgn) 应 用 广 
Xi 震 县 2zE1(D)》, 得 : 
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2 一 (De, Pn) = 这 (2， Pr) (Dp, px) = re, 


就 是 设 , 运算 子 也 可 借 翁 式 (204) 用 坐标 基 pk 来 表示 。 线性 符 
7(D) 姐 然 包含 所 有 的 “有 和 鸭 元 ”, 就 是 座 , 包 含 华 标 基 的 一 切 有 徐 
-线性 粗 合 , 并且, 由 于 [178j 中 依 短 阵 {2x} 而 定义 的 运算 子 4， 乃 
是 用 公式 (204) 完 义 在 “有 敌 元 ”所 成 绕 性 答 上 的 运算 子 4 的 于 
包 ; 故 可 断言 4S 及 于 是 D'SA4*, 就 是 说 , D" 也 是 由 公式 (20g) 
定义 在 相应 线性 往 1(D") 上 的 。 若 刀 是 4 的 扩展 , 则 依 上 69] 中 
的 定理 了， 1D’) 只 是 氏 781] 中 所 害 的 1(B) 的 部 分 ， 这 时 ,同一 给 
阵 锥 出 不 周 的 运算 子 。 车 不 取 ps 而 取 另 一 租 华 标 世 心 , 也 是 属 
于 1D) 的， 旭 运 算 子 D 可 用 短 阵 (ss)》 来 巍 示 , 而 生 也 跟 以 上 一 
样 ,至 式 (204) 及 (209) 成 立 ,不 过 其 中 的 oi 换 成 56。 现 洪 所 狂 的 
不 是 运算 子 而 是 0 短 阵 {Qnx) 。 自 妃 中 任 取 一 想 坐 标 共 Ps 并 用 
到 式 (204) 或 (209) ,在 “有 敌 ” 元 组 成 的 缕 性 签 1C4) 上 定义 运算 
子 和 4。 取 4 的 开 包 ,得 出 一 阴 对 称 运算 子 4[178]。 我 们 将 说 运 
算 子 4 是 由 短 阵 {anx) 及 坐标 基 息 ps 所 产生 的 , 和 并 涝 这 率 志 为 
4~aet9yuj。 事 实 上 用 这 条 方法 可 得 出 瑟 中 的 任何 阴 对 称 运 算 
子 。 i 
定理 工 ， 任 何 对 称 阴 运算 子 4, 其 1(4) 在 瑟 中 处 处 称 密 的 ， 
都 可 用 一 C 短 障 及 一 起 坐标 基 产 生出 来 。 . | 
只 要 作出 区 4) 中 的 对 应 坐标 基 px 就 行 了 。 甜 阵 即 可 用 公式 
(203) 亲 确定 。 这 些 坐 标 基 gx 应 具有 以 下 性 质 : 对 1(4) 中 的 任何 
z, 存在 “有 劣 元 " 拨 租 成 的 这 样 的 序列 au， 使 os 一 p 及 don 一 4z。 
为 德 出 这 种 ps, 只 要 自 4) 中 作 这 冬 的 序列 oo, 使 对 (4) 中 的 
任何 wz, 存在 这 样 的 子 序 列 on of … ,适合 wh=3z 以 及 4 一 
地 Az。 将 ol 正 变化 之 后 ,显然 便 得 出 pm 而 由 omz 以 及 LA) 
在 互 中 处 处 稠密 这 一 事实 ,可知 序 烈 吕 在 中 处 处 稠密 , 故 坐 


上 


下 


了 B1，C 扯 重 的 么 范 祖 拘 妆 究 


标 基 组 9; 是 完全 租 。 现在 来 作 Cho 取 在 五 中 处 处 笛 密 的 任 -_- 
元 序列 ,x2，…。 沟 Pp， 4,"T 是 任何 三 个 成 一 租 的 正 整 数 。 如 从 


1C4) 中 至 少 有 这 样 的 一 个 元 存在 ,使 jz 一 中 < 于 及 jz 一 4zj ss 


< 地 ,我 们 就 契 这 样 的 一 个 元 2 与 上 述 2， 9, 了 这 一 起 煞 相 对 应 ， 
并 把 它 记 为 we 必 这 些 元 显然 是 可 竹 呈 的 [和 ,于 是 我 们 求证 明 
它们 具有 所 需要 的 性 质 。。 证 2E1(4) 而 。 是 猴 定 的 正 数 。 取 

7 ,满足 不 等 式 二 < 二 的 ， 以 及 取 这 样 的 元 x5 及 zo, 使 | 加 一 可 二 


< -dz| < 这 是 可 能 的 ， 因 因 在 豆 中 处 处 现 密 。 这 
时 ， 存在 这 样 的 元 zo,gqry 使 jx 一 oo oo < 二 及 |xo 一 Awp,a, I 
< 二 ,由 此 ,车 留意 


[oso < hey- 0 
|4z 一 -Az,, o, slxe— Azl+ lx — Avo.a.rl 


以 及 工 < 二 这 一 事实 , 便 得 : je 一 curl < 及 |4z 一 4mosarl 2 


而 由 于 * 是 任意 的 ， 出 此 知 way "县 有 以 上 要 来 序列 以 所 具有 的 
性 贤 ; 定 理 证 明了 。 

同一 个 阅 对 称 运 算 学 ， 可 能 是 由 不 阅 的 短 障 及 华 标 基 所 产生 
的 。 著 4~ amdety 及 4~Bwtygiy， 弄 在 引入 上 述 么 范 运 算 子 了 
并 贞 woo= Ge, 92) 后 , 便 得 公式 (206), (207) 及 (208) 。 还 要 指出 
的 是 , 若 厂 是 猴 定 了 的 对 称 闭 运算 子 ,， 坐标 基 钥 px 是 属于 1D) 
的 ，{ey 是 公式 〈2083) 所 定 的 甜 障 , 但 其 中 的 4 换 成 五, 而 4 必 
”~@m{9wj, 妈 号 或 与 4 重合 ,或 是 44 的 扩展 ,如 以 上 所 合 希 到 的 1。 

181. 0 短 阵 的 么 范 辑 抵 圭 节 中 ， 两 组 Qnr pr} 及 Bugle} 
产生 同一 运算 子 4。 这 时 , 车 考察 以 9: 为 坐标 直 的 么 范 上 映像 
Box 一 内， 型 数 wo 是 相应 于 这 映像 的 短 阵 中 的 元 。 仅 式 (206) 中 
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的 办 和 是 数 积 (4 业 ; 2) ,于 是 , 依 中 性 方程 ,可 以 时 车 这 和 的 模 的 
下 方 ;在 对 * 求 和 时 不 一 收 笋 狼 数 。(207)》 式 中 的 内 和 可 由 (206) 
式 中 的 内 和 得 出 ,这 只 又 取 后 次 的 共 元 量 , 将 。 及 t 换 次 序 , 并 将 
下 换 为 mw, 故 (207) 中 的 内 和 对 t 求 和 时 ， 上述 匡 验 也 波 立 ; 即 

aan | <oo; 2 [Sinn | < (210) 
这 使 我 们 谢 作 峙 如 下 的 定义 : 

定义 1， 才 条 件 (210) 太 立 且 营 肾 次 大! (206) 及 (207) 有 网 一 
粘 果 ， 周 说 么 范 答 障 {wyg} 可 应 用 于 0 知 阵 {ew}。 所 得 的 答 障 
2s 称 为 映像 旺 限 。 

出 ianx} 是 上 0 给 随 以 及 (to 是 么 范 短 重 切 一 事实 , 依 柯 西 不 
等 式 , 可 知 (206) 及 (207) 中 的 内 灿 数 都 是 绥 对 收效 的 , 而 自 条 件 
《210) 又 知 它们 的 外 裔 数 也 是 收 钱 的 。 依 以 上 所 谣 关 于 内 般 数 的 
豪 , 可 知 (210) 中 老 有 一 个 条 件 满足 其 另 一 个 条 件 也 就 随 之 满足 。 
自 (206) 及 (20 站 立即 可 知 bm 一 6wx, 二 是 由 条 件 (210) 以 及 (wd 之 
入 么 短 障 , 可 知 将 |3,x1: 各 项 对 五 求 各 的 糙 果 是 有 劣 的 ， 就 是 瑶 ， 
Ww) 是 0 短 障 。 现 在 素 证 必 下 的 定理 : 

定理 28， 壤 么 范 短 障 UU 可 应 用 于 {Qut}; 即 省 斤 陈 Ur-z 可 应 
用 于 {Darn} ,看 映像 矩阵 吓 {Qak} o 

我 们 有 下 面 的 公式 : 


Se on Ld bd 
和 3 人 衣 my 人 
2 Wpr Dag = pa pt 之 Onalag "= 人 Wnsao (211) 


只 权证 明 第 一 个 公式 就 够 了 。 第 二 个 的 证 明和 相仿。 我 们 有 
3 Wadak = bp [ 3 的 人 ) an je 


m4 3 二 
做 (210)， 网 括号 里 的 和 可 淖 做 5 中 某 个 元 & 的 各 分 董 徊 。 把 名 
中 由 类 陈 two) 实现 的 么 范 渤 算 子 认为 7, 可 把 .上 一 公式 的 右边 
号 为 ; - Me 


4 + 


8T， 4 了 几 的 么 泡 相 经 Ht9 


到 (oy 二 nyn = rl, = 名 = a, (212) 
ep Tn He A 自 (241) 立 序 可 知 : 
习 | 届 wa < 加 六 bwa| <。 (5) 


事实 上 , 老 引 用 记号 mr= Cot, 便 得 玉 中 有 有 分量 外 的 元 7; 于 是 (211) 

中 的 第 一 个 公式 可 写 为 (y"p)s, 由 由 使得 (913) 中 的 第 一 个 条 件 ， 

第 二 个 条 件 的 证 明 刀 相 以。 下 引入 i 中 以 Ww5m 为 分 县 的 元 

,可 把 (211) 的 第 一 式 写 为 : (9) p= (7 了- 玉 Ds, 由 此 得 二 HD) = 
一 (9)o。 用 tx 0 得 : 


= 六 (3 Si Upnb 放下 Ju 


Bal 、 巾 za 工 


这 便 是 (208) We 第 二 式 的 证 明和 相仿; 定理 征明 了 。 
车 ampx) 及 sfts} 都 合 有 先 会 坐标 莫 组 ,我 们 来 煞 出 
Gu (PR} 及 bw 中) 这 两 组 是 么 范 相抵 的 定义 。 
定义 2 两 粗 ooefetj 及 std 叫做 么 范 相 抵 的 , 如果 以 
一 (Wpo) 为 元 的 么 范 短 清 可 放风 王八 {e 寺 曾 得 映像 敌阵 
人 
车 定义 中 的 条 件 满 足 , 剧 自 所 着 定理 可 知 ,与 以 us 为 元 的 短 
.， 了 牌 如 租 道 的 这 一 么 范 和 矩 阵 , 邹 是 如 ， 以 y= Ugp = (pap) 为 元 的 
” 落 一 短 阵 ,可 应 用 于 他。 而 得 出 肤 像 矩 际 {ow]} ,部 是 就 ,两 粗 的 么 
范 相抵 是 双方 面 的 关系 。 还 契 指 出 的 是 Ugi= 内 以 及 U1 地 ,二 pwe 
从 和 粗 与 粗 的 相 抠 意义 上 襄 很 重要 的 是 下 一 定理 * 
定理 3， 汶 俩 两 宜 czfgt 及 Bf:} 是 么 范 相 抵 的 ,必要 且 
太 分 的 条 件 是 它们 所 产生 的 天 对 称 运 算 子 和 44 及 4 有 周一 对 获 汉 
算 子 了 D 作 泡 它 个 的 扩展 。 
先 证 必要 性 。 坑 丙 粗 是 么 范 相抵 的 , 划 


Co oO) = Ape po (pes fo) = Dain 
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《pa diya) 一 3 (bs, Arpe) (go ya) = Shoe 

而 (211) 中 的 第 二 式 告诉 我 们 : (dppi 由 0) 一 (po，4daya) 。y 这 等 式 
对 9y 及 灿 的 有 限 线 性 租 合 显 然 也 是 成 立 的 。 留 意 14) 及 1(41) 
的 定义 ， 厦 在 数 积 四 取 梅 限 , 划 若 zEI4) 而 3E14D， 人 恒 得 
| : (Ar, WD= (0, A (214) 

堵 %“ 同 时 属于 2(4) 及 142) ,期 队 (214) 让 , (di 的 = (zwdiy)， 
于 是 , 依 (214) , 对 543) 中 的 任何 有 (4w 一 Aiz, 四 ==0， 而 由 于 
4) 在 万 中 处 处 称 密 , 故 有 Av= A 

发 区 D) 是 由 形式 可 素 为 z=w' 十 sj "的 那些 元 2 所 成 的 线 锤 

伴 , 其 中 EL 及 久 EIdi)， 且 访 Dz 一 4x'-+4iy'。 如 果 有 有 
丙种 妆 达 式 : zw 十 y 二 zw" 十 Y', 区 四 本 及 vw''E1(4)， 而 及 
YEUA1), 草 由 必 ‘oy 可 知 z' 一 2” 及 y' 一 y' 是 同时 属 
于 1(4) 及 71(41) 的 ,于 是 ,做 上 玉 , 有 Aw 一 4A2" 一 4 一 4 就 
其 说 , 42'+4iy' 二 Av" 十 41y"， 由 此 可 知 Dz 是 唯一 确定 的 。 恢 
(214) 与 4 及 41 的 对 称 性 , 可 知 品 是 对 称 运算 子 。 这 也 显然 是 


”村 及 4 的 扩展 ， 于 是 必要 性 证 明了 。 


个 设 对 称 运算 子 了 是 4 及 4 的 扩展 。 我 们 有 : 
> Qtr = 习 > Apt, pp) (hs Pt) = 
Ep) pss) = Cs 人 = 
= (rs Dps) = (Dyes 9) = (Aa mr- ， 
= (Aabs, bo) ns pn) = Bnd, 


就 是 衣 , 将 出 了 (21D) 中 的 第 一 式 。 完 全 相仿 地 可 得 第 二 式 。 重复 ” 

”定理 2 的 证 明 , 便 知 {wo} 可 应 用 于 {awx}, 于 是 仅 式 (208) , (207) 
及 (208) 成 立 ;两 组 的 么 范 相抵 证 明了 。 

自 定理 可 知 , 组 与 组 其 的 么 范 相抵 性 完全 可 由 它们 所 产生 的 

" : 这 es 


4 
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阴 对 称 运 算 子 而 定 ， 风 此 ， 多 抽检 相克 
它们 所 产生 的 其 对 称 运 算 子 上 。 出 此 立 朗 可 知 , 有 界 运 算 子 只 
它 自 身 么 范 相抵 , 而 构 大 运算 子 只 与 它 的 部 分 -相抵 。 sn 
是 双方 面 可 互 的 性 质 ,但 不 是 可 德 通 的 , 朗 是 说 , 若 运 筑 子 C 与 Cy 
乏 范 相抵 ,而 Ca 与 Ca 各 范 相 手 , 旭 由 此 还 不 能 推出 Ca 与 Ca 迄 范 
相 轻 。 但 若 Cs 是 极 大 运算 子 ， 亚 就 可 以 有 停 天 性 , 因 这 时 Cu 及 
Os 都 以 Cs 为 其 公共 扩展 。 C0 短 障 的 一 般 理 窒 与 有 界 自 共 塌 运算 
子 所 对 应 榴 短 阵 的 理论 根本 不 同 。C 算 陈 的 这 一 理 险 在 J. Nev 
mann 的 论文 Zur Theorie def unbesehriinkten Matrizon (Grelle, 
Journal, Bd. 161, 1929) 以 及 Wintner 的 Bpektraltheorie der 
unendliehon Matrizon (Leipzig, 1929) 一 羽 中 都 有 铜 述 。 


182， 错 函数 的 诊 在 “现在 来 起 明 [156] 中 的 花 本 定理 :对 任何 自 共 厚 运 
算 子 于) 存在 主 暑 位 元 分 解 加 ， 借 此 可 用 [155] 中 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 (9 ) 来 
玲 示 4。 琵 明 过 程 中 , 4 的 那些 性 质 , 史 是 木 必 用 公式 (9 ) 来 推 世 的 ， 都 可 
利用 。 站 [15 站 中 , 我 他 不 用 这 公式 征明 下 一 事实 :对 任何 不 是 实数 的 X， 存 
在 有 界 运算 子 (4 一 和 E) -1, 定义 在 整个 召 上 ， 使 公式 + 一 (4 一 XE)u 将 1(4) 
双方 时 值 地 映像 为 豆 。 我 们 来 看 入 二 十 i 的 请 形 , 寺 设 : 

| z= (4riE)u y= (44+iB)v 


| (LEL A)); CEz(C4)) 2 
于 是 1 w= (4—iE)-s v= (4+iE)-Yy : 
EH); (YE 五) 。 


册 了 于 4 是 自 共 碧 的 ; 区 对 五 中 的 任何 Z 及 4 有 : 
(地 一 五) 1c, 8) = (uy (AFIE)Y) = (Auy 切 一 Te 切 ， 
(zy (ATIE) 1) = (4—iB)u, = (Au, V) ~iluy Vo 
出 此 可 知 以 上 两 壮 式 的 左边 是 相同 的 , 就 是 各 (4 一 证 ) -D* 二 4 +iB) ~ 
§| 人 [98] 
1 一 互 工 [(4 一 河 )-34 (4 十 证)- 可 ; 
(215) 
B- 襄 [(4~ 冯 ~ (4+iE)-1]) 


ba 
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A ee 
{AiB)-I=0+iB; (A+iB)"=0~tB, 《216) 
自 当 # 为 及 中 尾 资 玻 的 元 时 ,元 02 及 Bx 属于 1(4})。 自 (2 红 仆 得 ;: 
(A—iE) (C+iIB) = (A04+B) +i(AB -C0) 一 日 
CARIB) (CiB) = (A0+B) 一 让 一 如) «EH, 


也 此 得 
ACeR-B; ,(21D) 
AB=0 y (8) 
港元 % 柳 于 i(4)， 阳 还 柯 以 配 册 :CT 再 ) (4& 一流 }s=# 及 (CO 一 1B) (44+ 
二 iB) z= 二 zx 解 开 括 峡 , 间 将 其 与 以 上 写 出 的 想 二 较 , 乱 : 
AVzmOAr; ABr=BAx (219) 
(zxEI(A)), 
就 是 瞪 , 有 异 运 算 于 忆 及 0 在 [159] 中 所 定 的 窟 义 下 与 和 相交 换 。 
自 公式 BC 一 B48 二 488=C8, 可 知 i 
| CB= BC， (220) 
就 是 嘴 ; 及 C 可 互相 灾 摸 。 利 用 (217)》 及 (218)， 可 得 和 wwBE= 召 (B+ 十 
+ 中 一 BI 十 RAC0= B+ ABC =B1+0?, 就 是 移 , 是 正 运算 子 。 A 
起 x 
WzP=E (dmiE)u b= {iE)}u, (A~ BD = ui wb, 
lv p= av + E, 
本 和 wh 上 viefyb 就 是 襄 , 类 算 子 {一 证 )- 及 {+i 语 }-1 的 东 6 数 不 
政 过 工 故人 芋 (215) 何 针 避 及 分 的 范 获 也 不 超过 1。 机 征明 自 Bz=0 可 得 
和 Zax0。 事实 上 , 艺 Bz=0) 划 (ro = 人 32753) 二 (O32) “0, 郑 , (Bz)B4) 十 
+ (Cay Ox) x0, 或 即 ] Bx 上 + 上 Cx 一 86; 由 是 和 娠 Cx=0。 辽 样 公 式 ; (2347) 就 
剖 由 : t= 如 十 4Vx 0。 除了 运算 于 旺 及 C 的 这 些 性 禄 以 外 ， 冰 深 妆 下 个 精 
凤 定 更 ,其 证 明 尼 下 芹 、 
堤 助 定理 自 训 ,w=1， 2，-…) 是 两 两 互相 正 灾 的 于 宏 沿 , 其 正 交 和 浴 
本 整个 卫 。 又 跨 在 笃 个 当中 寄 义 了 有 有 容 自 共 井 运算 子 4,。 这 时 五 中 准 在 
LE 
使 以 上 4ezr 四 为 项 的 打数 收 敛 的 甫 此 无 2 其 中 和 是 x 在 Mu 中 的 投影 ,而 
戏 这 些 2: 我 人 让 


4z=34uroe (221) 
再 求 六 并 运 第 于 如 及 C。 召 的 各 在 绥 级 [0 ”I 上 上, 而 由 于 Bz 二 0 可 得 xz 二 中、 
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故 点 = 不 及 了 点 玫 Jitb， 共用 外 到 二 委 子 卫 的 中 现 数 , 则 以 =0。 有 用 
2 来 能 运算 对 (rr ;一 4'_ 1， ) 基 投影 的 于 室 半 ， 则 可 断 时 37。 是 两 两 正 交 的 


而 且 它 科 光 正安 和 等 于 开 。 洲 有 界 自 洪 施 运算 子 也 与 恤 交 换 , 则 会 [lt6] ， 


中 的 定理 39, 下 科 约 已 。 这 对 Ve B 的 任何 实 速 按 柄 数 洗 是 万 立 汐 


交点 处 的 如 各 人 ;又 引 人 有 只 自 兴 训 全 于 ¢,(B)。 着 se HH 有 ee 
2 以 及 可 z=0( 当 4 二 二)。 这 可 由 公式 
一人 的 人 0 一 8 1 

以 及 Ac 时 到 全 一 必 入 一 立即 得 出 。 车 借助 于 发 用 斯 提 勒 杰 斯 积分 环 
” 囊 示 网 (B)s 设 了 ;并 应 用 ma 人) 的 定义 以 及 刚才 关于 或 z 所 设 的 结果 ,网 得 ; 
在 Mn 中 Pn{B)}B= Pyn €B) 二 及 ,就 是 襄 ， 证 Nn 中 B 千 Pn (B) 是 互 沸 和 的 s 落 
3E Ma 则 可 写 += Bqs(B)s, 由 此 知道 自 zE Js 可 得 ze id)。 利 用 (218; ， 
可 等: 4z 一 4Bgu(B)5 一 Cpu(B)3， 由 此 知 妈 是 Mn 中 的 有 界 运 算 于 。 商 团 
意 0 与 gr(B) 是 交换 的 , 甩 开 , 入 科 C 及 94(B)，, 恒 可 断 锋 和 4 是 2H; 中 的 有 
问 家 共 能 运算 子 。 用 59 来 双 25 中 Tb 8 位 元 分 解 。 信 丘 
有 恩 定理 ,可 作 互 中 的 骨 共 怠 运 让 了 所 : 

EE Dry ~ C223) 
逢 有 不 鸡 栓 年生 芒 互 中 的 主 第 位 元 分 解 。 沙 省 斯 提 勤 杰 算 积分 确定 一 自 共 
县 运 巡 于 [ [1553， 


4 oo 


7 5 
虽 若 留意 ze fs 时 T= 保 可 知 沈 这 运算 子 在 XE Mn 时 座 名 了 4 从 而 
佐 凡 助 定 姨 可知 它 定 义 了 4。 现 在 还 竺 证 肖 的 吓 上 述 辅 巧合 种 。 
误 答 成 强人 入: 反 i(4) 的 那些 元 满 吓 
Eh Arn <0, 
而 < 属于 1(4); 用 公式 dx 二 zi 于 79 十 六 人 4。 帮 明 4 是 凡 
共 辐 运算 子 。 元 xn 的 有 淄 利 显然 是 属于 线性 匀 1(4) 的 ， 改线 竹 徐 1C4) 在 
豆 中 处 处 入 歼 。 妈 的 对 称 姓 可 由 4， , 的 由 共 上 地 性 以 及 公式 


(4%, 本 (Ba ny > 一 之 Cdnzn yn 一 = 4 
(Bw DAs) (1) Ay) 
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推出 , 共 中 ”及 %E3(4) ， 并 且 应 用 了 数 积 的 过 被 性 及 分 邢 疆 以 及 子 空 表 
于 。 的 正 交 性 。 所 以 ，4* 己 4， 于 是 要 本 朋 EL (4*) 时 则 xzE1(4) 。 和 留 窜 、 
ArsE an 以及 “上 io) 可 窟 出 ， 

(A* (rT—xn)y Azn) = 一 (2 一 Za Axn) = 0, 
由 此 ,余音 达 和 菜 拉 定理 , 当 4 二 1 时 

» A kl Aw) Pr) Aw lo 

完 双 类 拟 地 ,可 写 出 : 
FA* Ce— zr) sl A Cz—oy 2) + .42 |， 


也 就 是 
HA*z B=) A* (es— ze — ea) + Ar + Axa A, 
而 一 般 则 有 
BA*z = 上 by (YO—R1— XO— + En) 们 十 袜 了 xy 
由 此 得 : 
p> | na Ba < 站 人“ 他， 
敢 xE1(4) ; 4 的 自 共 二 性 于 是 起 明了 。 还 至 应 明 的 是 : 存在 唯 _ 的 自 共 攀 
运算 子 在 到 ,上 与 4, 一 我 。 酸 除 了 以 上 所 作 的 半 外 还 有 4。 自 陡 的 自 
洪 王 性 可 知 它 是 明和 的 。 对 有 和 穷 和 有 
4 2 一 A 外 二 = = BA, 
- 因 和 4 与 4' 在 于， 上 二 我 。 留意 省 的 阴性 , 便 可 断 汉 4, 定义 在 1 上 且 在 
蔷 栈 性 灸 上 与 4 一 用 ) 邹 4' 之 4。 另 一 方面 车 在 以 .二 钨 永明 中 将 4* 措 为 
有 4', 风 可 知 :车 5E1(4) 旧 #E1(4)， 太 而 4' 与 4 一 禾 ; 匡 助 定理 谣 朋 了 。 
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183. 属 范 室 间 。 例 “定义 空间 互 时 数 积 的 概念 起 着 基本 的 
作用 。 元 x 的 范 数 乎 万 定义 做 数 积 (z, 2)。 现 在 定义 更 一 般 的 机 
象 空间 8, 其 中 并 不 存在 数 积 的 概念 ,但 有 元 的 范 数 的 概念 , 我 位 
避 存 [91 中 所 论 的 第 一 群 公理 ， 潍 对 于 每 一 元 2 有 一 确定 的 非 负 - 
数 lzj 相应 ,这 数 叶 做 元 2 的 范 数 , 而 这 范 数 满 足下 而 三 个 公理 : 

.01=0, 如 we¥0, Njz[>0; 2. [z+y[s lal + |yl; 

| 3. looj= lellz!,. 

湛 中 9 表示 赛 元 ,而 4 表示 任意 数 。 两 元 x 及 Y 之 人 六 的 距离 定 义 若 
. 莽 的 范 数 .2 一 叫 。 与 以 前 一 样 ,我 们 写 做 wo=?z, 址 指 |z 一 oj->0 
( 强 收 敏 )、 依 第 二 公理 , 由 we 可 知 当 无 限 地 增 太 m 及 nv 时 
1% 一 zm|->0, 而 序列 只 能 有 一 个 极限 。 赋 范 空间 习 做 完 作 的 ， 是 
指 由 ， lim en — nl =0 可 知 存 在 一 元 2， 使 2 一 wo 现在 举 几 个 吴 
范 空间 的 例 。 二 

空间 0, 其 元 是 闭 区 尚 a<i<5 上 的 巡 种 卫 数 w(t) , 其 范 数 
是 12| 一 ax 1z(91。 这 C 是 完备 赋 范 空间 口 5]。 空 隐 工 : 其 元 
是 在 fa， 5] 上 可 测 并 且 te 人 | 可 和 的 画 数 z(t) , 其 范 数 是 


jz(O1=[ .led rar, (1) 
这 实 间 Ly 是 完 备 的 赋 范 空间 [63]。 这 两 个 例 很 容易 推 六 到 多 变 
数 责 数 上 去 。 做 为 另 一 例 ,考察 空间 和 (2 加 ,其 中 的 元 是 经 数 序 
列 wlti, oa …)， 而 般 数 之 | 知 |? 收 敏 。 范 数 由 下 而 公式 定义 : | 


-区 lp 


(565) 2 
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,这些 宏 间 都 全 在 前 面 讨论 过 了 。 

再 举 出 空间 m; 其 中 的 元 是 复数 序列 2 人 (mz, za …), 而 序列 

12 ,les ，… 是 有 界 的 。 元 的 范 狼 定 义 微 缀 对 值 |zx| 的 上 确 界 : 

| lel=suplex|。 (83) 

元 的 加 法 及 用 数 乘 的 卫 法 者 与 在 及 中 一 样 。 关于 范 数 及 完备 的 
翁 理 都 与 在 器 中 一 样 地 证 明 。' 


在 上 议 缘 窒 油 中 线性 泛 页 及 其 范 数 都 与 窒 及 中 完 公 一 痒 地 ，. 


定义 。 在 鹤 联 C 中 ， 我 俩 已 知 听 下 缆 性 活 醒 的 一 般 形 式 乃 是 斯 提 
勒 杰 其 春分。 考察 忆 及 工 中 的 线性 泛 闹 ,并 设 p>>i。 全 


RK 六 人) 一 冯 CI (4) 
(0 ={ 40 ds, (5) 


其 中 (eu za …) 是 人 5 中 的 甘 固 定 元 ,而 460i)E Lo, 大 且 六 = 
一 2 (Pp 一 1)。 不 难 逢 出 ,上 和 写 的 公式 定 类 和 s 及 五 中 的 一 些 泛 陋 。 
其 耸 配 性 是 显然 的 , 而 其 有 界 性 可 以 由 对 于 和 及 积分 的 赫 鞭 德尔 
不 答 式 得 出 。 例如 

/oj<[ 襄 1m! 于 [及 lml? 下 , 襄 是 没 1(o)|<lal.lob,(6) 
其 中 jei 是: 中 的 元 (ca) az 的 范 数 , 丽 拉 | 是 变 元 (or， Va"**) 
在 中 的 范 数 。 可 以 证 明 (4) 及 (5) 著 岂 4 及 工 , 钦 厂 性 泛 价 的 
一 般 形式 , 丽 2>1，(ci za, …) 是 ly 中 的 任意 固定 元 , 4) 
工 ,' 中 的 任意 回 定 元 。 上 上 写 的 泛 责 的 范 数 等 于 jal 及 1 aC2)1。 
齐 榜 由 (6 ) 及 下 面 夸 党 得 出 : ee 
列 (zi rs， …) 可 能 使 等 号 适用 。 我 们 证 明 (4) 乃 是 六 中 纱 竹 泛 
丽 的 一 般 形式 。 瞩 了 (zw) 是 了 中 的 芒 竹 活 面 。 我 们 用 17| 表示 其 
范 致 。 发 2 co wn 0 0, …) 是 “有 穷 元 "， 邹 其 中 在 第 
m 项 以 后 庄 项 都 是 霸 , 并 虎 or 是 泛 夯 六 wz) 对 于 第 上 个 坐 蒜 基 的 


184， 共 俘 兴 阿 。 叶 站 化 S07 


值 . 而 所 大 第 下 个 从 标 基 就 是 这 样 的 一 个 元 ,站 元 中 ml 而 当 
lh 时 i=0。 个 (6) 的 共 配 性 可 知 多 


fle) = owe (7) 
由 替 惑 德尔 未 等 式 可 知 
fm) |< {Sledr em, 


而 对 于 某 个 适当 选择 的 2 呈 9, 等 号 适用 。 另 一 方面 , 对 于 任 次 
.gm 都 应 当 训 [72 二 过 ie 由 此 可 知 对 于 征 意思 ， 


Slalr<he, 


所 以 由 | ez 组 成 的 字数 必 政 化 。 人 留 痊 在 中 xm 一 7， 而 泛 琴 
了 (2) 是 巡 炽 的 , 由 (7 ) 取 , mco 时 的 椰 限 可 得 公式 ( 4 )， 这 就 是 
岂 要 酥 的 。 完 全 同样 可 以 证 明 ( 4 小 也是 中 泛 面 的 一 般 形式 ,而 
ae 0s，*) 是 空间 m 中 的 任意 固定 的 元 ,而 这 泛 醒 的 范 数 等 于 
在 空间 m 中 元 “ 的 范 数 。 下 式 〈5 ) 痊 出 五 中 活 夯 的 一 般 形式 ， 
-其 中 el) 是 任意 男 定 的 可 测 有 界 醒 数 。 
再 定义 空间 Ce,，, 其 中 的 元 是 凡 在 区 间 fa, 可 上 并 其 ?只 导 
. 辫 数 者 连 禹 的 而 致 "从 。 范 数 定义 戌 
. ol = maxielt)i + max|e (Df ++ mr en (|; 
而 凡 ma 都 是 在 区 向 [ay 8] 上 取 的 。 如 此 可 得 一 完备 由 范 窒 疾 ， 
但 其 中 的 线性 活 画 并 不 常 是 由 积分 表示 。 在 这 情形 中 , 强 妆 纹 
zk 2( 与 下 面 的 条 件 辐 效 ; 部 在 区 则 [e, 绍 中 wm 全 一 臻 改 
效 于 e 人 ,而 其 前 2 险 的 导 酚 数 各 一 致 收 伊 于 2( 介 的 相应 阶 导 丁 
数 。. 
184， 共 齐 空 间 。 弱 收 竹 ”考察 在 完备 线 范 窒 阿 吾 ' 中 的 一 田 
可 能 的 线性 泛 沙 了 (2)。 受 然 , 它 俩 可 以 乘 以 任意 数 , 并 可 以 相 加 ， 
”如 果 把 这 些 泛 f(s) 看 做 某 一 新 空 疝 及 ' 中 的 元 ， 贾 如 中 的 过 
\ ' 


和 
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元 是 指使 了 H' 中 任意 元 满足 f(z) =0 的 省 画 , 那 末 [92] 中 的 一 切 
肥 理 痢 满 足 。 耳 ' 中 元 f(%) 的 范 数 是 指 相 应 泛 丁 的 范 数 | 州 。 如 
时 显然 关于 范 数 的 三 个 公理 都 满足 ， 就 是 对 ， 瑟 ' 是 距 范 空间 。 宅 
平常 听 做 与 如 ' 浴 地 的 空间 。 现 在 散 明 一 定理 。 

定理 1， 凡 共 王 宗 间 豆 ' 必 是 完备 实 关 。 

钥 有 线性 活 夯 fo) (二 1 2,-…》 的 序列 ， 并 识 对 于 任意 | 
s>0 存在 一 数 信 (a) , 使 

: 当 m> 丈 及 加 >0 时 josm 一 户 | se。 (8) 


、 我 们 磋 当 翘 明 , 存在 江西 f(z) , 使 |f 一 fj 一 0。 和 由 (8 ) 可 知 对 于 


五 ' 中 的 尾 意 2, 当 nm 交 及 mm>0 时 

17josm( 四 一 六 (is<ele， (9) 
就 是 说 ,对 于 五 ' 中 的 任意 元 2 数 户 (9] 有 极限 ,而 这 极限 力 是 一 
个 泛 画 #o)。 由 所 (wm) 的 分 配 性 可 得 f(z) 的 分 配 性 。 现 在 泛 明 
f(z) 是 有 界 的 。 作 活 玫 pn(2) 一 frrm(w) 一 六 (2)， 那 未 依 (9)， 
Tpwl<s, 所 以 对 于 任意 me>0,Frso1 大 kfFeiLe。 由 此 可 知 存 在 
一 数 8 使 对 于 任意 ,1f,l < 有 就 是 说 f(z) |<<bzj|, 取 往 限 可 ， 
知 |f(z) | < 有 el, 就 是 训 (2) 是 在 及 ' 中 的 有 界 泛 画 。 在 (9 ) 中 
取 m->co 时 的 极限 ; 可 得 对 于 n 之 ,| 了 (2) 一 Fe) |<<sizl， 由 
此 ,既然 。 是 任意 的 ;可知 睹 一 所 1->0, 于 是 定理 证 明了 。 

刻 然 公式 〈4 ) 葵 骨 二 中 活 画 的 一 般 形 式 ， 其 中 29>1, 而 
4a(a cz …) 是 中 的 尾 意 固 定 元 , 而 这 活 西 的 范 数 等 于 元 a 在 
了 中 的 范 数 , 因 此 与 如 共 塌 的 实 章 乃 是 空 章 1, 而 更 精确 地 襄 , 与 
加 并 二 的 空间 习 与 刀 等 号 。 拉 及 ly 中 的 路 元 沿 有 一 一 对 应 关系 ， 
而 刀 与 jy 中 相应 元 的 范 数 是 相同 的 。 如 中 的 元 乘 以 数 的 浅 积 及 ， 
加 法 与 & 中 相应 元 的 同样 运算 入 应。 同样 当 p'>1 时 ，Z 用 是 
Lv。 如果 p=2, 那 直 p= 二 2, 就 是 说 与 空间 1 及 了 相 共 二 的 宅 
则 就 是 它们 自己 。 由 上 届 中 所 瑶 的 可 知 记 就 是 必 。 
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、 再 提 及 与 泛 了 由 信 发 密 联系 着 的 懂 收 和 我 们 避 可 中 元 序 . - 


列 2 能 收 你 于 元 7,， 插 且 写成 or>2, 是 指 对 于 任意 线性 证 两 f， 
yz) 一 az， 而 诸 范 数 oj 不 大 于 某 一 与 无 关 的 数 4。 可 以 证 
明 关于 部 范 数 |z,| 育 界 的 要 求 万 是 第 一 要 求 的 推论 。 今 举 弱 收 做 
的 例 。 在 关中, 当 2> 时 ， 元 序列 wei， 路 ，…) 能 妆 敏 于 元 


.wm 2 ) ,与 条 件 范 数 |ze| 月 春 而 i 2，…) 阿 


全 


效 。 在 了 中 ， 当 n>1 于 0 能 让 化 与 条 件 范 数 [Ea CA 
有 界 而 对 于 [a, 好 中 任意 ; 

lim| (du=| sw) ow 0) 
同 效 ,而 这 里 床 4 是 有 淄 的 。 

可 以 证 明 , 在 中 能 收敛 与 强 收 禾 同 效 , 而 在 五 中 能 收 八 
val 一 vw 与 下 面条 件 同 效 : 部 范 数 |z. 的] 有 界 , 而 庄 zl2) 的 
积分 饮 % 是 一 致 地 初 对 连 粹 的 ,就 是 说 , 对 于 任 舍 预定 的 正 数 。， 
洲 须 存在 一 与 % 无关 的 正 狼 ”, 使 . 


i} 
| Gd 8 en 2, 3, 0 


如 果 属 于 fa, 昌 的 集合 如 的 测度 <”. (参天 巴 拿 霜 , 线 性 运算 下 
论 )。 可 以 定义 泛 西 的 娶 收 全 ,就 是 流 , 我 们 训 泛 丽 序 列 有,(2) 联 收 


-化 于 省 奖 ,fc) ,是 指 对 于 玉 ' 中 的 任意 % ,所 (21>f(w) ,而 族 范 数 


fs 为 一 个 与 4 无 关 的 数 所 界 。 可 以 证 明 , 第 二 要 求 是 第 一 要 求 
的 推论。 此 外 ,从 豆 ' 中 的 强 收 化 户 (o) 沁 .Ac)， 是 指 上 一 六 >o。 
: 对 于 说 泛 画 ,在 可 分 空间 的 精 形 中 [参半 9 可, 与 [2 加 中 的 汇 
理 相似 的 定理 成 立 , 就 吓 衣 ,如果 话 泛 获 的 范 数 1f,| 不 超过 某 与 
无 关 的 数 , 新 末 由 庄 泛 画 f,(%) 的 序列 可 上 应 选 出 一 个 弱 收 化 的 
部 分 序 则 来。 在 1, 及 五 中 (p>1) 诈 面 的 能 收 伍 与 依 (204) 股 


(205) 直 上 涉 泛 而 定义 的 并 旦 属于 及 Iy 中 的 元 的 弱 收 伍 同 效 。 


下 
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185 .线性 运算 子 我 们 只 很 产 撕 地 入 一下 下 范 宏和 中 运算 
子 的 网 题 。 兮 对 于 茶 一 法 范 窗 膨 下 中 的 性 意 元 各 取 同 空 铝 或 
另 一 赋 范 翟 肖 到 2 中 的 元 与 之 相应 ,Y 一 4， 0 
的 ,而 此 外 存在 一 正 数 b, 使 | 4c <8]z|, 其 中 范 数 jz] 是 就 了 
而 到 的 ,而 1.4zl 是 就 互 3 而 到 的 。 这 时 ,A42 es 和 中 的 线性 

有 界 运算 子 , 洪 值 域 在 4 中 。 左上 面 不 等 式 中 出 现 的 常数 上 的 
下 确 界 时 做 运算 子 dz 的 范 数 。 现在 介绍 洪 顽 运算 子 的 概念 。 会 
al 中 是 五 3 中 的 某 一 艇 性 活 画 。 这 时 了 (Ax) 显然 是 了 Hi 中 的 
革 一 米 性 泛 柄 : 


Pi(%) = Fs Ar), (DD) 
如 此 , 囊 s 中 的 每 元 了 F 与 下 中 的 某 一 确定 元 甩 对应, 而 Fi= 
一 如 (za)。 这 定义 于 Us 中 的 运算 子 4* 在 可 中 到 什 , 我 们 叶 它 
做 与 4 共 辐 的 。 不 难 汪 出 , 4* 是 有 界 运 算 子 , 而 4* 的 范 数 与 4 
的 范 数 相 于。 如果 于 及 HH 与 五 相合 , 那 末 得 出 与 以前 一 样 的 
自 共 塌 运 算 子 的 定义 。 可 以 定义 双 束 积 运 算 子 4z 如 下 : 它 把 HH 
中 依 范 数 为 同一 数 所 界 的 元 z 的 短 一 集合 部 映像 成 HS 中 的 一 个 
列 紧 宏 间 , 而 列 紧 性 是 依照 这 空间 中 的 收 钱 性 来 论 的 。 与 以 前 一 
样 , 如 果 4s 是 全 沁 筑 运算 子 ， 那 宁 由 中 ma 可 知 在 一 遇 
CrydZo 
186. 容 间 OP 及 BE 我 们 考察 具有 贪 导 数 的 多 变数 画 数 
的 丽 数 空间 。 冀 些 导 画 数 是 起 做 速 术 的 , 或 是 炙 在 f78] 中 所 于 的 . 
意义 的 。 下 面 推理 的 小 本 精 果 将 建立 起 这 些 空 疯 之 间 的 联系 。 合 
OY 是 溃 炳 的 并 在 全 厅 空 间 中 具有 也 阶 以 前 的 导 画 数 的 一 切实 
沽 数 pi zz …， 思 ) 的 室 天 。 定 义 QP 中 的 收 伊 性 如 下 。 我 何 ， 
谣 0 中 硬 数 序列 psp 一 贡 2 …) 收 语 于 C8 中 的 丽 数 po， 是 
指 在 空 闻 RE, 中 的 任 桨 有 界 区 域 卫 中 , px 应 及 其 了 阶 访 前 的 一 区 
导 本 数 各 一 致 改组 于 p 及 其 各 相应 阶 的 导 天数 ， 就 是 更 , 对 于 尾 
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党 预定 的 正 数 s, 必须 存在 一 个 只 依从 于 8 及 区 域 也 的 数 下 ,使 
j> 六 时 在 万 中 


Op Brg | 
到 高 ! 
co 十 要 re 
(CE =0, 1,., 2)。 
做 为 区 域 思 , 显 然 例 如 可 以 只 肥 记 原点 为 中 心 的 球 。 与 盏 常 -一 样 、 
我 们 说 序 剂 py 自 收 钙 , 是 指 对 子 任意 预定 的 正 获 。 必 存在 一 个 只 有 
依从 于 8 及 卫 的 获 交 ,使 在 了 中 当 ! 及 12> 瑟 时 


ope Op E 
a ‘Do .Oi |<。 Gy 


OF Rat tn 0 
0 1, “i 0 


对 于 在 任意 有 界 区 域 了 D 中 一 致 收 煞 的 航 狼 、 
P=p1+ {PO— 1) + (9s— pa) 二 
引用 在 水 项 取 导 夯 数 后 所 得 级 数 仍 一 我 欢 禾 的 情形 中 还 项 取 导 证 
数 的 合法 性 定理 , 可 以 看 出 由 (18) 可 得 (12), 就 是 酸 , 由 自 收 敏 可 
以 得 到 收 敏 二 OP 中 的 革 元 g ( 邵 OP 是 党 备 的 )。 在 空间 O08 中 
显然 可 以 施行 乘 实 常数 及 相 加 的 运 筑 ,就 是 说 ,这 是 一 个 寺 守 [9 习 
中 公理 的 矢量 鹤 间 。 | 
合 五 P 是 定义 于 ,中 并 具有 下 列 性 村 的 实 倘 哆 数 9 的 空 

9 以 及 其 (p 一 了) 阶 以 前 的 导 醒 数 对 于 其 他 .(w 一 了 个 变数 窒 

1 中 的 几乎 一 妈 值 都 是 每 个 变数 % 的 把 对 连 炽 面 数 , 而 此 詹 ， 
p 已 及 其 pp 界 以 前 的 导 而 数 都 饥 于 在 BR, 中 任意 有 界 区 域 上 的 
Ls。。 上 苏 所 说 的 与 下 再 条 件 向 效 : 郎 9p 在 RB 中 有 pp 吐 以 前 广义 
村 页 数 , 而 9 自己 及 其 2 界 以 前 的 导 西 数 部 是 在 任 管 有 界 区 域 D 
中 饥 于 工 :的 [78] 。 8P 中 序列 go 收 做 于 五 吧 中 的 元 p 定义 于 
下 :对 于 任意 预定 的 正 数 s。, 必 在 在 一 只 依从 于 。 及 卫 的 数 ,人 


A&E s 《1 
1 


B72 第 五 罕 “一般 绎 向 


当 2 时 


i Ogp Or pr 多 .gd (14 了 
je GO | er A 


t+ tn =oY 
=0,14,:…,p /° 


自 收 钱 定 义 如 下 : 当 训 及 LWW 时 ， 


Pp py 
| Bm Bae Ba er | De 


(a=0, 1 四， nD 
其中 思 只 傅 从 于 。 及 也。 我 们 证 明 在 且 加 中 自 自 怕 铬 可 知 必 收 
钴 于 再 加 由 某 一 元 9 。 我 们 只 限于 考察 室 间 HKD。 在 一 租 情 形 
中 证 法 并 无 不 同 。 应 用 当 a=0 时 的 (16) , 当天 及 > 丈 时 

J, Cpr—pe) er"den so 


因为 Ls 是 完备 的 必 存 在 卫 上 工 ,的 本 数 9, 使 p 在 D 上 快 中 
值 收 第 于 一 个 p。 扩 展 球 D, 可 得 9 定义 于 双 及, 中 ,而 湾 中 值 收 
做 在 任意 有 界 区 域 中 成 立 。 只 须 胜 明 pE 瑟 fo>, 而 任意 导 画 数 
和 在 台中 依 中 流 收 禾 于 -32 ; 我 们 就 *= 工 时 证 明 。 应 用 (1 
re 由 (p14, …s as) , 值 对 于 任意 有 界 
区 域 D， 


im|。 (gp De i 二 (16) 
留意 小 及 52: 在任 窟 有 界 区 域 中 可 和 ,可 知 焦 每 个 必 对 于 其 
他 变数 的 一 切 饭 都 仍 是 可 和 和 的 ,我 们 可 以 作 丽 数 。 
Pe on) = 人 色 到 一 人 2) 2 | a 
CO 
而 值 导 而 数 的 定义 + 


和 


187、C) 与 妞 f) 酒 的 联系 的 3 


gz(24， "9 wn) 一 — ies 机 no) = pitO, Y3， ee | wn) o “(18" 
引用 每 伐 尔 兹 不 等 式 可 得 
Cpt—$)" ee [eer gs) aa 0) | do 
用 表示 最 后 积分 中 积分 号 下 的 砍 数 ( 它 是 非 负 的 ) ,并 在 区 关 
du: 0 所 zg (Ss=1, -…,%) 上 积分 ,其 中 9 蚌 任 意 预 定 的 正 数 ,把 
， 在 积分 号 前 的 办 换 成 9, 并 交换 依 民 及 依 m1 的 积分 次 序 ,可 得 
| am 
xd| 小 此 wom, Vay 1 vw ) de Jawidre "de 
， 在 内 积分 中 有 差 (9 一 必 )， 我 们 可 以 把 它 换 刻 g, 并 拒 忆 改写 | 
”om, 可 得 
[CS (my dor-da, 
对 于 区 得 一 q<z<0 可 以 得 到 完 双 同 类 的 不 等 式 ， 而 是 然 9 是 任 
4。 意 的 , 由 此 可 知 幅 在 吾 8 中 收 艇 于 由。 关 or 一 然 在 瑟 人 ?中 收 
化 于 一 由 ,而 依 18)， 可 以 断定 9 一 上 与 ma 无 关 。 留 意 关于 由 
的 公式 (17), 可 以 进一步 竺 论 p 是 依 血 对 于 za， za; vn 的 几 
平一 切 值 莉 是 袍 对 连续 的 , 并 且 站 -= 属于 在 任 芍 有 界 区 域 
”上 的 三。 最 后 ,和 (16) 可 知 号 5 在 任意 有 界 区 域 中 优 中 征收 做 
于 -名 如 此 互 o 的 守备 性 卫 明 了 ， 在 下 节 中 将 建 袜 OW 与 
gp 的 联系 。 
-187. c 多 与 HY 央 的 联系 ” 当 有 足够 多 坎 的 广义 导 画 数 时 ， 


可 以 保证 夯 数 9 的 连 炽 性 , 并 且 它 的 一 直到 某 阶 的 导 画 数 在 在 而 
且 吉 千 ; 这 就 是 裔 ,下 面 定理 碟 立 : 


定理 2 加 果 当 pz>[3] 4 时 PE 天 示 pECSP, 其 由 


BY4 印染 一 般 宅 图 


oe #1 而 由 大 及 如 中 的 星 效 可 很 在 0 纪 中 的 收 绒 。， 

:四 丈 和 天 其 娄 网 区 数 分 ， 就 是 噬 当 是 偶 
时 [人 ] ~ 号， 而 尖 ? 是 亲 数 时 ,| 全] 235 工 。 首 上 二 明 一 本 肛 定 
理 。 

辅助 定理 ”如果 gS ON 而 在 于 仿 吕 中 下 而 下 和 下 训 : 

, (aero (a=0, 1, 1D， 19) 
副 玉 大 全 总 一 个 网 必 的 内 部 球 卫 中 ,对 于 辐 绍 数 及 其 -fs]-3 
阶 以 前 各 导 国 数 , 下 卫 公 式 部 成 立 : 


EA 


区 1 
| <od (B=0,1,. -[3]- - co 
汰 中 世 效 4 只 依从 于 了 的 选 所 。 ' 
作 朝 于 画 数 
{1 各 果 %<< 于， 
otw)=<0 和 如果 z 之 
村 A 3 9 ( ) 
二 一 i +1 ; 2 
: 人 如 时 于 Ke< 癌 ， 
其 中 A 
1 
再 一 
VW 


当 2 由 大 全 趋向 于 去 时 w > 二 co 而 当 .由 罗 小 的 人 趋向 于 各 时 
5 > 一 co。 芝 振 (oa) 相应 地 各 趋向 于 1 及 0, 而 不 难 证 明 o(e) 当 
= 一 于 及 = 卫 时 保存 一 切 导 订 数 的 速 向 竹 。 此 ae 是 六 中 基 
点 ,天 是 也 及 羡 的 牢 径 注 。 取 以 Mo 为 中 心 的 球 坐 标 系 : 


一 


sw 


187。C 久 ) 与 8) 辐 的 联系 5 


Je 一， 


Vi"7 COS O1; 
wo= 7 int: cos 2: 一 Sn， Sin Gn-s COs Bn.2}) 
全 wn_1—=7 Sin gin ,2 Cos Uy; 
w= sin O15in 9,_2sin yy, 
其 中 094<<x ,0 小 三 9q5。 其 体积 元 素 是 
doa = 7" shi ?0 sin gsinp acdrep -00 ad, 
.法 掉 中， 并 介 "“=1, 可 得 单位 球面 上 的 表面 积 元 来 406, 。 和 取 


二 pM) Ber [Er “(DI]- 
an se 
tt GE ($)], 2%) 


其 中 了 是 路 郊 厅 s 开 直接 订 以 证 明 下 列 肥 式 : 
FMo) = pMo); 当 ”=h 时 TM 一 0， (221) 


; 0) 站 d= or (+ 
tC DY 到 [TD -二 4 人 2 
- 而 可 以 写成 | 2 
”pM ED., 


其 中 积分 是 依 由 Me 出 准 的 个 米 面 取得 的 。 把 这 公式 两 边 滋 上 
co 一 do :Tdr, 恢 限 0:<0, 志 wr 及 0 入 由 S2r 取 积 分 ， 可 得 


pMo) = i 去 | Rh "n+igqey.. -py 
i Do 是 以 Mo 为 中 心 以 [eS 为 牢 径 的 球 , 面 Gan 是 也 中 单位 球 喜 
面 硬 积 。 命 4= [号 ], 把 上 式 改写 成 


596 | 


OO 


(fo 一 了 | 去- 名 ar rd 


并 应 用 舒 伐 尔 北 不 等 式 ,可 得 a es 
sos 总 | |,( 去 -2 Cr dpa x 
|) 2 nt2 pil rdO.. "30a. 


当 久 是 偶数 时 , 上 上面 最 后 积分 中 的 究 指 数 等 于 ,而 当 % 是 奇数 
时 ,这 寺 指 数 是 霉 。 如 此 我 们 得 到 


(Bo) sod (去 -ED qos.de,, ep 


. a 2 只 依从 于 及 。 回 到 公式 《22s) 。 在 它 的 有 和 达 乡 的 系数 
当 r< 主 -时 等 于 党 ， 人 另 一 万 钾 ， 留意 复合 丙 


天 他 于 ,可 以 站 路 3 3 是 使 way ya 的 办 导 男 数 


以 有 界 系 数 作 的 一 次 钥 合 式 。 留意 这 点 ， 可 以 写成 : 


1 aF(M Fg 
0 pt Dene Bp 


其中 a 是 有 界 训 各 数 而 amo. | Senn。 1hL 时 ， 就 
是 懂 ?>| 他 |+ 工 时 , 在 上 号 的 公式 中 一 切 条 数 都 是 有 界 的 ， 而 留 


一 意 A 芋 起 (ci) ?< 有 (加 二 … + ， 及 不 等 式 (19)， 优 (28) 
可 得 os 四 
和 pMo) < 4?, 
其中 常数 o 只 公 从 于 入 。 如果 对 子 各 再 数 ， 不 等 式 1 p> 到: 


成立, 就 是 本 8 攻 1 一 [分 ] 一 1， 屠 订 可 以 把 换 起 的 任 党 B 哈 
仿 导 画 数 ，! 找 成 (i 一 8B8)， 而 应 用 上 而 的 会 部 推理 ， 如 此 可 得 不 等 ， 


` 式 (20) , 而 靖 动 定理 证 明了 。 
回来 泪 明 上 六 的 基本 定理 。 A EHY, 和 如果 [2. 


~ 


.187，CiP 与 五 他 天 的 职 系 vr 


> 


对 于 9， 作 只 有 一 切 阶 导 画 数 的 中 值 画 数 oCh 一 1， 9，…) 的 序 鹿 。 


一 数 o 及 甚 效 阶 频 前 的 领导 画 数 依 中 依 赵 向 于 9 人 义 导 一 
数 180j), 由 此 可 知 对 于 任意 球 刀 : 


6 “00 OO 
上 CVE OW Ow ‘Om. =) dr. i 
ys (a= 0, 工 ， 多 ) 人 


对 字 足 够 大 的 及 了 碟 立 。 虫 玫 , 依 辅助 定理 ， 可 知 在 华 逢 习 小 的 
尾 意 蒜 心中 不 等 式 


ee . Qs | ' 
Ore.. Ow Om 和 08 


成 并， 就 是 说， 如 果 7 一 32 一 = 序列 wx 在 OW 中 收 黎 于 汪 ， 


画 数 w， 而 % 也 局 手 CP。 另 一 方面 ，ox 依 中 值 趋向 于 9, 而 依 
[67] 中 的 定 还 、 可 以 精 论 及 yp 入托 ， 就 是 部 p 与 04” 的 一 机 娄 
. 硼 抵 ,而 定理 的 第 ~- 千 访 证 明了 。 

剩 下 取证 明 由 五 8 中 的 收 敏 可 得 OP 中 的 政 诅 。 合 w" 
(m==1，3，…") 是 gi 的 中 值 山 数 。 依 条 件 可 知 不 等 式 (01 四 在 任意 
球 刀 中 成 立 。 依 [79 中 的 (66) ,也 可 以 写 出 关于 Im 及 p 织 的 


和 


同样 不 等 式 。 但 这 些 醒 数 有 一 贸 阶 的 束 续 导 画 数 ， 


可 以 应 用 证 明了 的 辅助 定理 ,由 此 可 知 对 于 性; 意 预 定 的 正 数 s 
在 在 一 依从 于 。 及 D 的 禾 育 , 使 在 位 于 DD 内 部 的 任意 球 攻 i ， 


， 汰 于 任意 m, 当 夺 及 1 让 肝 ; 下 而 不 等 式 满足 : 


D50 8 88 ph 24 
| 丁丁 | <os。 (24) 


另 一 方面 , 依 定 理 的 第 一 部分 ， ps (= 工 , 2; …) 有 ?7 阶 玉 前 的 速 一 


粮 导 西数 , 而 引用 [80] 中 的 完 理 4, 可 知 当 无 限 地 墙 大 mw 时 任意 
贾 数 gf” 及 其 ?+ 阶 以 前 的 导 画 数 在 D' 中 一 至 趋向 于 ps 及 其 相应 
冬 阶 导 氏 数 。 在 不 等 式 (24) 中 取 m>oo 时 的 极限 ， 可 得 ， 当 
和 时 ， 


Pe 


本 & 
， SS 


578 第 王 洽 直 网 人 
pep， a Ps 
1 
而 所 然 际 Z 是 包间 的 ,由 此 可 知 库 列 zs 特 O08 中 收 敏 ,而 定 考 守 
公证 明了 。- 


关于 空间 OU 及 了 人 ? 旧 的 联系 的 研究 可 参看 院 二 C. 工 家 人 : 

' 烈 夫 的 落 作 “0D6 9180 划 5ajagqe IOIRTaDMOHEqSCR 计 X FpaBRAEDR ;《 蝎 
hfarestaTHdr，efoptrag 宕 1f, 3, 1937) 及 “ 敬 泛 面 分 折 中 的 一 个 定 
更 "( 昂 ' arsyaTHy. 650pHEE 答 V， 3, 1938) 。 

188.、 窒 间 Co) 及 其 上 的 泛 医 我 他 仍 考 等 具有 束 涡 人 导 丁 数 
的 面 数 所 和 福成 的 寒 开 ,以 及 其 上 的 活 丁 ,以 及 这 些 概念 在 数学 物理 “ 
中 的 最 简单 应 用 。 合 0?) 是 定义 于 整个 及 上 的 4 加 和 缠 , 井 有 2 阶 玉 

前 的 令 导 副 数 ， 只 在 空间 BE, 中 的 某 有 有 劣 部 牙 Ds 之 中 异 于 雾 的 实 
值 丽 数 的 空间 C, 其 中 对 于 CW 中 不 同 的 9， 刀 ,也 是 不 辣 的 : 
对 于 Cm 中 鬼面 数 ,用 实数 乘 以 及 相 加 仿 得 出 Ce 中 的 曾 数 ,因此 

0 由 是 满足 [9 人 中居 切 公 再 的 矢量 安 沿 。 我 们 定义 0 中 的 收 艇 。 
我 合 褒 ,C0 由 的 元 序列 px 人 1 一 二 2,…) 站 化 于 CW 中 的 元 9，. 

是 指 下 面 两 条 件 满 足 : ，: 
1. 存在 一 个 包含 一 切 .Du 的 有 界 区 域 。 

2 请 数 px 及 其 ? 阶 以 前 放 导 画 数 在 整个 五 ,中 一 致 收 敏 于 
9 及 其 相应 各 阶 导 而 数 ; 显然 第 一 入 件 可 以 改 成 序 苛 px 在 BB 中 
一 臻 地 自 收 伍 。 我 个 将 写成 pursp， 或 lim os V9。 网 数 出 及 其 p ， 
阶 以 前 诸 导 而 数 (EC") 的 条 对 值 中 最 大 者 素 示 训 记号 11。 兴 

、 满足 范 数 的 一 切 仅 理 , 但 由 19:1 一 0 不 能 断定 pi 一 G ”例如 图 数 

”Ps( 了 ) 以 及 其 主导 醒 伍 在 Bs 中 收 航 于 等 ,但 如 果 使 它 何不 等 于 堆 
的 老 点 所 租 成 的 区 域 无 限 地 扩大 , 那 末 jgj 一 0， 丽 9 做 为 空间 

.0 中 中 的 元 并 不 趋向 于 堆 ， 因 为 关于 第 p+ 的 枉 归 ， 第 一 条 件 井 不 
满足 。 因此 我 位 将 不 反 to 时 做 和 范 数 。 


Le 


从 


” ， 实数 及 烛 法 两 种 运 第: 


建 


18g. 具 商 co RH _ 9 


现在 定义 Goy 中 的 绥 丛 兴国 。 耸 对 于 CO 每 一 0 光一 实数 
它 相 应 ,我 全 用 记号 他 ,2) 表示 这 实数 ， 1 去 示 这 相应 关系 。 再 识 - 
泛 本 是 分 配 的 : 邹 
(1, 19i+ ~: a “+ oo) (05) 
砷 日 是 连篇 的 ;, 序 ; 如 果 %x: 坟 9， 则 ”i 
: Q, po, Pp) (96) - 
如 此 的 泛 画 蚜 做 CW 中 区 性 泛 效 。0C% 市 的 一 切 可 能 线性 泛 硬 
租 成 一 撞 必 空间， 我 们 用 吕 ” 瑟 未。 在 这 空间 中 人 很 自 六 地 定义 和 
(el, 0) 一 op) 了 Rs EN 二 全 9)， 《2 
所 以 是 一 矢 是 实 介 ， 满足 [9 久 中 的 一 机理 。 现 让 定 X 
”中 的 稳 限 概念 ， 合 (ip) (8=1， 2, …) 是 Co 中 的 泛 画 序列 ,而 
对 于 Co) 中 的 任意 元 ?数列 (lx， 9) 有 有 旁 极限 , 我 们 未 示 成 
《7， ws 外 
Hm (I, 9) = (L, i 。 (28,) 
可 以 和 明 (9) 是 0 束 的 入 兴国 。 对 估 放 男 由 的 和 
限 。 
线性 泛 画 可 以 有 积分 兆 式 : 


wna 9) 


其 中 人 PY 是 在 中 可 测 的 硬 数 ， 井 在 -R 的 任意 有 界 区 域 中 可 
-和 + 而 zs 一 dc,。 对 于 02 中 9(P) 的 任意 选择 , 积分 (29) 
变 成 做 有 界 区 域 耐 取 的 积 俘 、 因 为 p(P) 在 一 切 足够 远 的 点 处 等 
于 零 。 渤 面 (29) 的 分 配 性 及 速 线性 由 积分 的 初等 性 质 可 以 直接 推 ， 
出 。 如 果 陈 掉 积 分 才 现 (29) 之 外 , 汉 轿 1(p) 有 另 一 积分 袁 现 ， 其 
核 是 用 (P)， 那 末 对 于 在 Ce) 中 p(P) 的 任意 逃 笃 , 洋 积 [7(P) 一 
一 4(P)19(P) 的 积分 等 于 荐 ;由 此 可 知 1P) 及 及 (P) 是 相抵 的 。 


5 


[| 


sm 第 五 章 “一般 空间 ， 


由 积分 (29) 事 现 的 泛 两 可 由 其 核 KP) 发 更 其 特征 。 最 重要 的 靖 
形 乃 是 当 KP) 及 其 族 导 画 数 在 E, 中 溃 续 的 时 候 。 但 并 非 一 切 活 
栈 者 可 以 表现 成 (29) 的 积分 形式 。 作 为 例 , 取 泛 苹 8(Po) , 它 使 丁 
数 9 人) 有 其 在 Po 点 的 值 p(Po) 与 之 相应 : 

(8(Po), 儿 ) 一 2 kPao)。 


再 注意 对 于 不 同 p 值 , OW 及 UW 天 的 关系 。 和 如 果 p>p, 而 


.PLP) EEC， 那 末 显 然 它 也 乔 于 C0, 但 其 逆 不 一 定 成 立 ， 就 是 鹏 
.OW EE OY 狭小 。 到 之 ， D82 较 UY) 实 广 ， 就 是 现 ， 风 库 于 口 的 


~» 


继 手 活 功 届 于 Do, 但 有 有 腾 于 U0 的 泛 本 不 忆 于 To。 事实 上 ， 
间 果 泛 丽 《lg) 定义 于 Cw 中, 嘟 末 降 然 Co> 用 于 Oo，( 9) 
也 定义 于 0 中 ,并 且 在 O03 中 也 是 分 配 且 加 模 的 ， 因 为 Ceo 中 
的 站 你 必然 苞 话 0 中 的 收 铸 ， 而 在 后 者 之 中 (1, 9) 是 束 续 的 。 

如 果 考察 一 泛 醒 , 它 使 Coo 中 每 一 而 数 与 其 某 一 zu- 阶 导 画 数 在 
Ps 点 的 值 相 应 ， 那 未 这 泛 硬 并 不 对 于 Ce) 中 一 切 本 数 有 定义 ， 各 


、 此 , 工 不 是 0% 中 的 线性 省 责 。 


. 189、C%) 及 Te 中 的 运算 子 现在 定义 0% 中 的 粮 性 运算 
子 。 合 Ce) 中 每 个 元 9 与 Ce 中 某 一 元 Ap 相应 ， 着 且 这 对 应 是 
在 0 中 分 配 的 且 速 续 的 ， 就 是 膏 如 果 在 Co) 中 px， 闭 末 


.Apr 玉 3d9 在 Ce 中 碟 立 。 这 时 4 时 做 由 Ce) 到 Ce 中 的 粮 性 运 


算 子 。 如 此 的 运算 子 显然 可 以 看 成 由 Ce 济 任 意 0 中 的 运算 - 
邓 , 其 中 qq。 辐 样 可 以 定义 由 UY 济 U® 中 的 艇 性 运算 子 B。 
凡 U 中 的 元 1 与 U 中 中 的 某 元 弄 相应 ,而 这 对 应 是 在 了 2 中 分 


配 的 , 并 入 如 果 在 口中 中 .lim 术 =7, 那 来 lim Bl=B2 在 Um 中 成 


立 。 这 时 五 可 以 看 做 由 条 o 到 任意 Dee 中 的 运算 子 ,其 中 >9。 
现在 定义 与 .上 议 运 算 子 共 是 的 运算 也 4 其 方式 与 以 前 关于 


” 赋 范 安阳 所 花 者 完 允 一 样 。 合 中 是 U9 的 某 -元 。 对 于 Co 中 


的 尾 家 序 9， 可 以 应 用 m 于 Ag 上 ， 而 得 数 (mm， 49)。 这 最 后 一 


人 
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pts sn i he 


式 可 以 看 做 在 0%) 中 的 粳 性 泛 而 。 其 分 配 性 可 以 直接 由 4 及 nm 
的 分 配 性 得 出 。 另 一 方面 , 如 果 在 0 中 pi=>8，, 屠 末 在 0 中 中 


A948, 因此 (tw,， 4gs)->(m， 49)。 式 (m, 48) 徽 为 0 中 - 


鬼 攻 出 于 二 帮 (1, 9), 其 中 了 是 De) 外 的 元 ,就 是 说 . 
| (m, Ap) =(}, 9) 《30) ， 
(yg EC, ApyEODW, mEU®, i€U'), 


-如 此 对 于 De 中 的 任 音 元 和 有 也 到 中 的 某 元 ! 与 它 相 庶 ,我 后 把 


人 
1 一 4ryn。 


Se (27) 及 (30) 可 以 得 出。 现在 开明 其 进 
性 。 


全 在 UD 和 Te—>m2 ,而 Ams= Io 应 当 证 明 在 UY 中 bl, 
其 中 i=A"m, 号 出 公式 (30) : (nw， 49) 一 (zx， P)o 对 于 性 次 mp， 


， 无 边 趋向 于 (m, 4p), 否 此 可 知 玉 在 To) 中 有 极限 , 我 们 用 了 滩 


示 它 。 取 公式 (m4y.49) = (及 9) 的 极限 ,可 得 人 12， do) 一 人 0， 


.由 此 可 知 1= A*m。 和 如 此 4 是 由 UV 到 0 中 的 重 性 泛 画 ,而 公 . 


式 (30) 可 以 写成 形式 
Cry 4 一 (de g) (81) 
《9 EC. Ag EOD, mE Ua, A'mE Ur, 

如 果 把 4 条 成 南 0 测 Ce 中 的 汉 算 子 ,而 之 4, 那 末 4* 是 上 
Treo 到 To) 中 的 运算 子 。 考 察 两 个 重要 运 牌子 , 乘 以 西数 的 运算 “ 
子 及 取 导 订 数 的 运算 子 。 合 w(P) 是 与 其 > 只 以 前 的 一 切 候 导 画 

数 都 在 BR 中 违 秆 的 夯 数 。 到 式 

Zep 二 oa(P)p(P)。 、 032) 
决定 一 由 0e) 到 0 中 的 绕 性 运算 子 ， 其 中 4 是 Pp 及 + 两 数 中 的 
吉 小 者 : 9 一 min (p; 7)。 共 元 运算 子 六 是 由 0 到 DU 中 的 入 .. 
性 运算 子 。 必 须 洪 w(P) 是 预定 的 , 数 7 也 是 预定 的 。 现 在 将 改 


-3 


See 第 五 章 一 起 和 


EE Oo 


数 和” 也 是 预定 的 。 这 时 景 好 取 尽 可 能 小 的 p 值 ， 就 是 发 2 一 9。 
“如 果 Te 中 的 元 名 由 积 秀 决 定 ,就 是 说 由 到 式 (29) 决 定 , 那 末 
em p= bon, Lp)=] mlP)o(P)p(P)dos, . 

就 是 识 , 运 算 子 L*m 与 把 诈 丁 mo 的 核 乘 w(P) 同 效 。 对 于 活 范 mm 
的 一 般 情 形 我 体 褒 下 To 到 局 中 的 运算 子 九 荔 是 深 o(P) 的 
运算 子 ,其 中 gr 。 如 此 定 i 更 在. 
I 在 Co(2>> 亿 中 蓄 罕 运算 


dg 
Bp” :A : 
“让 昨 岂 oo 到 CC9 人 中 的 抒 性 运算 子 。 其 共 更 运算 子 ai 是 中 


Do» 到 了 To) 的 绥 性 运算 子 。 如 果 泛 本 和 表示 成 具有 如 粮 可 微分 


的 核 的 积分 形式 , 那 未 留意 公式 (29) 可 以 写成 
Mm, p)= Cm, Mg) 一 一 | mm(PJ-32 dn 
。 2 Bm(P) 


一 


| oP (93) 


我 们 将 出 ， ”Lm 与 恢 % 取 汽 本 rw 的 核 的 导 现 数 同 效 。 对 于 泛 醒 、 
"mn 的 一 艇 情形 ,运算 子 UL" 时 做 傅 wm 取 活 画 轻 的 导 责 数 的 运 和 个 
子 。 


和 如果 44. 及 4， 是 由 Ow 到 0% 中 的 两 个 运算 子 ， 那 洲 可 以 定 - 


di 


内 


ChaF A p= Aap+ Ahaps | , (384) 
获 仍 是 出 Ce) 区 Ceo 中 的 线性 运算 子 。 显然 可 以 定义 用 实数 乘 运 


算 子 如 下 : (a4)g 二 a(4o)。 同 样 可 以 定义 年 江西 空间 中 运算 子 ”， 
之 和 。 由 害 义 (81) 直接 可 知 (41+4+ 46)* 一 4+ 此 。 该 下 党 为 式 可 


以 定义 运算 子 的 生 法 。 ,如 果 简 性 运算 子 4 由 C9) 变 到 Cm 中 ,而 
让 COm 到 Co 中 , 那 末 4s4i 电 OW 变 到 Om 中 ,并 且 也 是 科 
性 运算 子 。 同样 可 以 在 活 莉 的 空间 中 定义 起算 子 的 积 ， 就 是 论 优 


机 


189、o@) 六 Fe 中 投注 算 了 | gE 


(8D): (4s41) "= AtA:, 运算 子 的 积 可 能 依从 于 因子 的 永 序 。 

注意 与 泛 面 的 积分 裘 现 式 联系 着 的 一 种 情形 。 妇 暴 (7, 9) 让 
Co) 中 的 任 党 江东 屠 末 可 以 作 在 Ce) 中 的 泛 画 序列 (hh，9), 这 
此 泛 全 都 裘 吏 成 积分 形式 ,并 族 禾 于 (1，p)。 这 时 , (hh，9) 的 核 可 
以 如 下 地 作出 。 合 几 (P, Po) 是 做 [79] 中 县 式 (62) 作 的 丕 均 核 序 
列 。 如 果 把 几 人 P,Po) 址 成 Po 的 面 数 , 而 应 用 汽 丽 1 于 这 而 数 
上 , 嘟 末 其 知 果 可 得 了 的 画 数 , pm(P) 一 (1, 办 )。 这 些 丽 数 1( 了 ) 
可 以 取 做 泛 画 玉 的 梳 。 这 些 核 有 一 - 切 阶 的 平常 速 粮 个 导 画 数 。 对 
于 因 取 导 曾 数 的 运算 可 以 定义 艇 取 核 的 导 画 赦 ， 然 后 依 速 炉 性 区 
以 丰 这 计算 扩展 到 泛 画 7 -上 去。 同样 可 以 处 理 薪 以 画 数 oP 了) 的 
运算 学 。 . 

举 几 个 简单 的 例 。 应 用 莱 以 责 钱 w(P) 的 运算 子 研 及 取 导 本 

数 运 算 子 WI 的 定义 于 泛 丽 各 =8(CR) 上 志 , 直 接 可 得 

TLCPo)Ip(P) sw (Po)p (Po), 


braolp(PD=-22| 


全 "是 在 三 艇 空间 中 由 变 点 了 到 定点 Po 的 距离 。 对 于 在 区 域 
中 过 筑 且 有 一 阶 以 前 各 导 画 数 的 机 数 pLP) ,有 阅 订 肥 式 世 立 : 


EE 


a 
Op_ 了 _1[4g, 
Ee dy, 


mjp r 


Re 让 然 | 

' 其 中 5 是 区 域 的 面积 ， 而 在 重 积分 中 积分 号 只 号 了 一 区 。 留 意 ， 

9g(P) 在 一 切 足 够 远 的 点 处 等 于 等 ,可 以 写成 

a (- 站) 4g(P)dos=gp(Pn， (36) 
由 此 依 肥 式 (383 可 以 宁 央 有 共有 核 ( 一 丰 : 4mr) 的 泛 丽 mo 满足 非 齐 > 
实 拉 普 近 斯 方程 

i Omo |: Orme O20 

| 1 -5CPu)。 


Yed 活 五 攻 一 般 具 交 


应 用 妈 式 (3 四 于 v 依 :的 如 导 机 数 上 者 ,可 得 
(ww 2 )— ~ EY pp), 


由 此 可 风光 mo 人 恢 4 的 局 导 负数 满足 非 齐 次 方程 
证 襄 EN 
稻 此 可 以 考察 泛 画 的 狂 图 型 方程 ,并 对 于 它们 提出 种 种 骨 题 。 
将 别 是 可 以 证明 在 无 界 空姐 中 凡 泣 葡 拉 斯 方程 4m=0 的 解 必 
是 积分 形式 的 活 瑞 , 其 转 是 平常 的 调和 夯 数 。 这 些 观 念 也 可 以 应 
用 于 双 曲 绪 型 方程 。 但 因 有 实 特 征 曲线 存在 , 这 里 空间 Co) 的 作 
、， 法 有 些 不 同上 迟 关 于 双 曲 嫉 型 贪 徽 女方 程 的 间 题 便 岂 院士 C. 
工 索 伯 齐 夫 在 其 著作 “关于 缕 性 双 则 线 型 万 程 的 柯 西 问题 > (数学 
Se 工 ,4,1986) 中 提出 。 
， 泛 圳 序列 ”本 节 自 的 在 于 证 明 下 面 定理 , 朗 如 果 一 泛 夯 
Wp eee dt rae eh 在 
[E188] 中 关于 Ce) 合 提 及 过 这 一 点 。 现在 就 一 般 型 的 空间 证 明 
这 定理 , 于 是 可 得 [188] 的 精 险 做 为 系 。 普 先 应 当 婚 明 些 辅助 命 
- 题 。 将 考 寨 一 掩 象 的 完备 赋 范 空间 了 , 如 在 [183] 中 所 定义 的 。 在 
其 中 极限 概念 由 范 数 概念 得 出 ， 序 如 lz 一 zj->0 时 v.32 。 在 空 
. 阅 娃 中 所 性 具有 中 心 zo 及 全 径 > 〈 正 数 ) 的 球 是 指 岂 满足 条 件 
tx- mi sy 的 元 4 的 集合 。 了 中 元 集合 @ 对 做 用 的 ， 是 指 6 中 收 
化 元 序列 的 极限 元 仍 属 于 6。 
辅助 定理 和 如果 有 一 无 穷 序列 的 球 Qs(n=1, 2， 其 其 定 
各 各 是 rw 7->0, 闪 是 凡 球 Ont 含 于 Cr 中 # 那 末 存 在 一 个 共 悄 
于 一 切 球 CO, Cu 的 元 
全 是 球 Cu 的 中 心 。 依 辅助 定理 的 条 件 , 当 2<g 时 :有 凡 晶 于 
球 0 的 元 za 也 必 有 属于 0 就 是 说 jz 一 oj 和 。 旗 然 当 无 劣 境 
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大 少时 ”20， 部 未 内 此 可 知 元 序 划 自 收 化 ， 而 斌 然 窑 基 请 是 
完备 的 ,存在 一 元 ro 使 ws 一 ao 。 由 范 狂 的 性 质 [4183] 可 知 fx 一 
一 如 | 二 ji- 291 十 re 一 Zn 而 由 于 jz 一 zj 入 可 得 |z， 一 J 所 
二 Vy 十 ry 一 Xol。 当 无 稚 增 大 9 时 让 不 等 式 有 有 边 趋 向 于 名, 匆 广 
过 不 依从 了 9, 于 是 取 极 限 可 知 对 于 任意 选择 的 p， lz 一 zol <7， 
由 此 可 知心 属于 一 切 球 C。 

辅助 定理 2.， 如 琳 B 表现 成 中 元 的 贰 集合 DD 的 和 : 

2#= 忆 D,, (86， 

那 米 芝 少 有 一 个 集合 功 乌 念 卫 中 其 一 于 的 一切。 

用 妇 闯 法 萄 明 。 命 一 贸 玫 甬 不 能 售 8 中 的 球 。 由 此 可 知 存 
在 一 元 oa 不 属于 了， 而 因为 Di 是 团 的 , 妊 在 一 小 正 数 71, 使 由 
不 等 式 [2 一 “| 六 wx 所 定 的 球 0 与 六 无 公共 元 。 当 然 ,在 任何 
情形 下 可 以 设 mm<- TI。 估 所 设 ;, 在 球 

le 一 ma|< 志 ~ 


中 有 一 元 必 不 属于 .De 。 记 然 Ds 是 闭 的 ,以 zs 为 中 心 以 足够 小 

风 娄 六 为 各 的 球 与 无 公共 点 。 这 时 我 们 可 以 皮 < 于 mi 
而 因此 rz 一 半 。 这 时 由 不 等 式 12 一 2a| <7 定义 的 球 Co 属于 球 
Cu 因为 12 一 |<1s 一 1+ 一 | <rs+ 吾 和。 各 此 球 04 与 
Di 及 Ds 均 无 公共 元 。 依 所 开 , 有 球 上 2 一 ms| 所 去 中 的 一 元 2 
不 属于 D;。 与 以 前 一 样 ,可 以 作 球 Cu : |z 一 ws] <re, 这 球 属于 
Cs, 并 与 Ds 无私 共 元 ,并 可 衣 mm<< 工 ， 等 等 ， 如 此 可 得 依次 信人 
的 球 序 CCmmiC0)， 其 中 7->0 而 球 Cu 与 D, 无 疏 共 元 。 借 
辅助 定理 1, 有 一 元 mo 属于 一 切 球 C, 。 傅 上 面 所 壕 , 这 元 zo 不 出 
于 任何 集合 D,, 这 与 (36) 相 冲突 ,于 是 赶 助 定理 让 明了 。 
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线性 泛 丽 (L 2) 永 迹 算 做 对 于 瑟 中 一 切 元 有 定义 ， 责 蕊 必须 

油 足 分 配 性 及 过 楼 锤 条 件 ; 即 
CL. rt ate) 一 0 人 ta) 二 Ge 人 Ca) ， 

而 如 果 wes， 闭 来 (1 和 一 信人 。 和 如果 ( 作 ，2) 是 收 敏 的 泛 希 谋 
区 ,就 是 及 对 于 任 间 元 当 范 限 起 大 郊 时 存 壮 有 筋 极限 (po) , 池 
未 用 和 号 4 ?) 裘 示 这 极限 数 , 可 得 ~ 定义 于 壮 个 上 的 法 画 。 它 
的 分 生性 直接 由 5， 0) 的 分 卫 性 及 取 极 除 得 出 。 纺 们 将 证 明 (L,0) 
的 速 稻 惧 。 依 其 分 配 性 ,其 迹 统 性 就 是 当 - -m30 时 (2 一 oo)->0， 
就 十 说 只 须 证 明 如 果 gz=>0, 粥 洲 必 48) 一 0 。 我 们 证 明 , 只 须 松 
明和 如果 zw=>0; 那 未 数列 (cw) 诊 界 。 于 实 上 , 座 这 一 条 件 满 是 ,我 
多 证 听 (7， oo) 一 0。 如 果 ze 是 堆 元 ,于 来 (1, zx) =0, 所 以 几 收 元 
可 以 由 序列 中 除 挤 。 如 此 可 发 没有 一 个 必 是 适 元 。 取 正 数 政 
一 1T:VTei。 刻 然 zx=>0， 天 Bi~>co。 及 15%l 一 AA lz:[-»0, 就 
是 说 buwr=>0。 上 留 冲 所 惧 的 有 界 性 , 可 以 灶 论 : 存在 正 数 4, 使 
1Q, pw) | <a, 就 是 说 10, oo) | 二 -由 此 可 知人 0)?0。 因 
此 极限 泛 俐 速 千 性 的 证 时 归 业 成 下 面 畏 助 定理 的 荆 明 。 

辅助 定理 3。 对 于 满足 2 二 0 的 任意 元 序 刘 办 , 在 在 -一 正 数 
忆 满足 条 件 | (7 ve) | < 人 一 1， 2 0)。 

用 也 , 震 示 几 对 于 任意 % 满 足 不 等 式 

‘(hs 0) | <s (37) 
的 范 儿 所 六 克 的 集合 , 共 中 s 是 一 固定 的 正 数 。 对 于 凡 确 定 的 元 
2 数列 (4 zw 中信 条 件 有 有 穷 极限 , 因此 存在 一 正 数 6, 使 对 于 性 
总 四] os 9)| 荆 4。 出 此 可 知 苑 w' 属于 某 一 及 ,就 是 襄 
B=ED。 . (88) 

我 们 证 明 每 个 ,是 闭 的 ,就 是 说 计 盟 如 困 如 9 而 | (9 | ss 
对 于 几 % 及 成 立 , 闭 末 1 3) | ss 对 于 凡 %w 也 成 立 。 相反 地 ,全 


二 
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一 


存在 一 值 m = 使 | wo)| 六 so 因为 泛 责 阁 发 速 乱 的 ,一 定 对 于 
凡 足 钱 天 了 内 天 和 Poor 3 这 与 所 破 不 符 了 。- 于 是 (38) 成 江 ， 
而 -一 切 集 合 访 中 于 的 、 可 以 断定 , 佐 绵 助兴 理 2, 在 诸 D, 之 中 ， 
在 在 一 D,, 包含 某 一 环 扣 - 一 细 | 二 ro: 就 是 证 ,如 时 lz 一 ze 和 和 ro， 
闭 水 ， 

i | so (n=1, 2, …)。 (89) 
国平 请 旷 定理 3 中 的 序 刻 wx 。 可 以 时 成 zp 二 《Wx 十 00) 一 2 而 依 
0; 对 于 一 - 团 足 够 大 的 值 ,元 yx 二 zn 十 z6 满 足 竹 件 上 yi 一 0 六 
<roy 由 蛇 , 焦 (39), 可 知 | 和， 你 十 Wo) [ss 对 于 一 切 史 及 足够 大 
的 天 成 立 。 鄙 一 方面 ， (5 or) 一 (你 十 加) 一 (人 20)， 所 以 

(hs Bi) | so Cy wo)| (N=1, 2 

对 于 足够 大 的 不 成立 。 上 面 全 和 希 漳 , 对 于 任意 固定 元 2, 序列 
| Gy o) ”是 有 春 的 ,让 此 直接 可 知 上 面 不 等 式 的 右边 有 界 ， 而 底 
然 对 有 有 劣 多 个 景 前 的 + 值 , | (4, ze) | 有 办 ,可 知 不 等 式 左边 有 
界 。 如 此 荞 肋 定理 3 证 明了 。 佐 上 还 可 得 下 面 定 湿 。 

定理 ”各 果 对 于 3 中 的 任意 元 4, 灵性 泛 节 (4, 2) 序列 有 有 
穷 极 限 (4,2) 一 《1 0) , 那 末 (Oo 也 下 线性 泛 画 ， 

加 到 [188] 中 关于 Ce) 中 证 硬 的 千 苍 。 与 以 前 一 样 , 只 须 施 
明 当 9x 一 0 时 序列 14， yx) ， 窗 界 。 由 Ce 中 收 合 的 定义 可 知 在 
空间 BB, 中 的 某 一 有 上 区 域 刀 之 外 一 切 9; 等于 辟 。 会昌 表示 0%) 
中 凡 在 上 述 区 域 D 之 外 鱼 于 零 的 夯 数 所 成 的 梨 合 。 这 是 线性 讼 
胃 ，( 用 实数 汪 疼 中 的 元 ) 扑 满足 [5931 中 一 切 公 理 。 在 闻 中 的 范 数 
与 在 Ce) 中 一 伴 地 定义 ,而 收 化 是 证 为 由 范 数 产生 的 ,就 是 向 如 果 
jp 一 wj->0, 划 psp。 范 数 显 多 请 足 FL833 的 三 个 条 件 。 在 Cew 
中 的 茜 性 兴 画 六 也 是 8 中 的 线性 泛 画 。 应 用 上 面试 明了 的 辅助 
定理 3, 可 知 序列 | (4 gz) | 有 界 ,因为 一 切 px 在 DD 之 外 等 于 彩 ， 
而 |pxl>0。 


此 


™ 
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注 ” 回 浏 -一 般 宏 山 避 中 的 泛 效 ， 让 彼 性 泛 本 (pp 二 中 
合 举 出 其 耸 隐 秆 发 违 纺 性 。 歌 育 界 活 南 的 浆 念 计 比 较 六] 。 定义 于 
骚 个 BB 上 的 活 国 (1. 4) 是 伺 有 界 鲍 ,是 指 往 在 正 数 到 ,使 | {1,2) | 二 
7 中。 容易 看 出 , 由 分 配 性 及 有 界 性 可 得 泊 医 的 这 往 性 。 因 为 

}, 2) ~— Gy zx) | = 1 2— ze) | m2— vl, 

而 如 果 zt-0; 就 是 说 | 2 一 必 |->0, 闭 末 由 上 面 不 等 式 相 楼 可 知 . 
(5 oo)~>( 2) 。 现 在 证 明 由 分 配 性 及 汪 着 性 可 知 泛 商 的 有 异性 。 
我 个 用 归于 水 站 明 。 忠 证 西 由 "7) 分 配 , 速 夭 ， 面 不 是 有 入 的 , 孝 
末 由 此 可 知 存在 元 让 型 wx 使 

| CL, we ] i di (40) 
” 取 元 纵 一 -if 闭 末 jy = 二 20， 就 是 就 gi 导 0, 而 典 寺 


证 夯 的 带 税 性 ， 应 当 奏 Ci yr —>0, 另 一 方面 ， 则 活 函 的 分 瑟 性 ， 
披 (40} 可 纪 


[NTC en nL 
于 是 得 出 子 盾 。 如 此 嫉 性 泛 识 可 以 定义 成 定义 于 整个 B 上 的 分 配 
有 界 汽 节 。 

191. 在 瑟 中 的 询 紧 性 ”考察 定义 于 二 一 c9<2%<< 十 co 的 基 
一 有 劣 区 愧 [a, 8] 上 的 而 数 p(w) 的 空 漳 to 。 

定义 ”中 图 数 记 往 成 的 集合 4 叫做 烈 紧 的 :是 指 下 属于 4 
的 任 痊 丽 数 序列 gx ， 这 以 取出 一 收 伍 于 环 史 二 标明 元 的 部 分 
序列 ,而 这 里 收 伐 是 指 在 到 中 的 收效 [63] 。 

以 前 合 蓓 过 在 束 纺 曾 数 鹤 沿 红 中 的 刻 紧 性 世 委 。 现 在 我 们 让 
明 与 [141 中 基本 完 班 完全 相 仅 的 定理 。 只 是 在 C 中 等 二 两 狼 契 
对 值 的 雄 大 值 的 范 狐 须 改 变 成 L 中 的 范 数 ,而 这 里 与 以 往 一 样 证 
2p 之 I。 在 下 面 ,一 切 座 数 g(x) 都 定义 于 门 个 轴 一 os 之 十 2 上 ， 
但 识 这 圭 画 数 在 [2, 刀 之 外 等 于 零 。 如 此 在 下 面 诺 公 式 中 凡 积 分 


191. 在 万 中 仿 列 时 给 ay 


部 可 以 扩展 治 整 个 轴 上 。 
宇 司 ”如 时 .台中 基线 仿生 下 的 一 切 陋 数 etz) 的 范 数 为 国 网 
一 数 工 所 界 ， 就 是 语 
1 
lvl=[[ lo) ren] < 人 
而 对 于 任 总 和 定 的 还 数 6， 必 存在 一 数 nm, 售 对 十 4 中 一 茹 汞 数 
EAC Ms 


此- 1g(z 二 有 一 g(o) indaz 人 se， (42) 


ee 


”首先 注意 ,由 -于 下流 允 于 五 中 两 数 g(o 在 fa, 四 以外 的 扩 
展 ; 丙 数 g (2 及 gp(z 十 队 都 是 属于 装 个 轴 上 的 瑟 的 ,因此 出 现 于 
公式 (49) 中 的 积分 对 于 Z 中 ple) 的 任 鸽 选择 痢 是 有 有 和 穷 值 的 。 
和 如果, 比方 襄 , 是 正 数 ,末末 其 积分 号 下 的 光 数 在 区 同 [6 一, 下 
之 外 等 于 零 。 首 先 趾 明 一 个 辅助 定理 。 

圩 助 定理 ”为 了 五 中 的 元 集合 4 是 烈 紧 的 , 必须 和 且 只 须 下 ， 
面条 件 成 立 :对 于 任意 预定 的 正 数 s, 必 存在 有 中 一 列 紧 集 合 B,， 
全 对 于 4 中 姆 个 元 p， 必 有 B: 中 一 个 元 小 窑 在 ,使 |9 一 上 所 so 

必 玛 性 是 尼 然 的 , 因为 恕 果 和 4 是 列 紧 的 , 那 未 可 以 取 和 4 自己 
做 为 3.， 而 且 炎 篇 中 的 少 就 可 以 取 成 p 自己 。 我 们 将 证 明 沈 分 
性 ,就 是 膏 , 裔 对 于 任意 s, 辅助 定理 中 所 府 的 集合 3。 存在 , 并 舟 
明 由 和 中标 意 区 序列 

部 1》 Pa (48) 
可 以 进出 一 个 在 5 中 收 敏 的 部 分 序 刻 素 。 取 某 一 正 数 e。 依 畏 
助 定理 的 条 件 ,存在 Bs 中 的 元 序列 , hr We， 使 1p" 一 加 | < 
(r=1， 2，…)。 降 刍 Bg 是 列 紧 的 ,由 序列 加 可 以 选 册 一 个 在 工 ， 
Re bo? Dainr*"*o 让 时 必 丰 在 一 致 和 ,使 当 9 用 


sof 如 五 这 a 
nN 汗 ， 
ia， 8 一 站 ne 4 ss 人 ， 

四 
这 时 ,所 于 范 娄 的 性 质 , 可 得 

当 7?7 及 gi 时 
| Pp = wl SS 上 ,一 由 于 Ns ~ 和 十 | — Pool < 
QU 
+ 5 十 可 一 0 
jp — Ppl seo 

同样 , 把 4 搞 成 伟 , 可 以 由 序列 ps ， 9 ，… 中 取出 一 无 穷 部 
分 序列 pe ， Prt … 率 ,便当 9 及 Y= 入 ,时 ， 


-人 
和。 Pp 有 3 


其 中 za 是 某 一 新 的 正 数 把 a 换 成 去 3， 让 序列 Yat» p ,… 可 
专职 出 一 无 穷 部 分 序列 Prty » Pnen 7 i 9 及 r 宇 Ns 时 


证 jw — Ps i<， 
余 类 推 。 现 在 取 序列 
Parts ? Pup » Pn ss (44) 
这 显然 也 是 (483) 的 一 个 部 分 序列 ,我 们 证 胡 (44) 是 在 了 中 收 敏 的 
序列 。 合 = 是 任意 预定 的 正 数 。 取 下 整数 妃 使 全 <e。 序 列 (44) 
中 从 gp,。 顶 起 的 一 切 元 部 出 现 于 序列 p。。，* ge ，… 中 ， 因此 可 
知 Po 一 pm 上 所 和 8 只 要 7 及 7 足够 人 就 ~- 定 成 立 ， 而 生 然 


s 是 生意 的 ,可 知 序列 (44) 在 工 中 自 收 化 ,因此 沁 收 敛 于 五, 中 某 


四 


1901. 在 二; 中 的 烈 紧 性 8 


一 元 [63] , 而 辅助 定理 证 明了 了。 

现在 二 明定 更 ， 对 玫 儿 定 站 广 个 颗 一 人 十 se 上 兰 恢 

任 六 有 穷 区 沿 可 积分 的 面 洲 wx, ,可 以 作 众 数 

pat Wm) 。 li OCT (45) 

其 中 人 的 固定 的 正 数 。 如 半 p12) 用 于 [a, 51 土 的 5， 并 以 零 扩 

展 它 , 春 未 ps 人 2) 在 区 关 [4 一 8, 5 十 5] 之 外 等 于 宕 ,把 9 (0 表皮 
乘积 的 形式 : g(t) =p ( 引 ， 并 应用 蔡 勒 德尔 不 等 式 , 可 得 


+ ， 1 1 "rm os 
@)i<[ 寺 | ip@ ae -ey [| :pC lew (48) 
woi<[ 去 pts 


BE 


如 果 p(w) E 4, 那 未 依 ( 条 ), 可 得 


je 
EACAIES oa 工 ， 


就 是 说 由 集合 44 借助 公式 (45) 而 得 的 端 画 数 we 租 成 一 个 一 到 
有 界 的 画 数 伐 合 。 

在 (46) 中 把 g (的 换 泸 op 芷 十 办) 一 9 站。 信息 式 0 计 锌 
0 2 (8 的 中 什 疼 数 : 
训 | IP (+) -Gd- 赤 | ， 9 (+ 四 -下 | (di 
在 第 一 积分 中 作 豆 数 代 换 世 NA=>， 可 得 
在 信 [pO | Cdz- 直 | CDd- 


= azth) 一 Ga 和)， 
而 出 不 等 式 (46) 可 得 


[pet) po Flt) -pO Fh (4) 
(28 SY -oo 


由 (42) 可知 对 于 任意 预定 的 正 数 s 必 存 在 一 正 狼 9 使 对 末 .44 中 
一 切 国 数 9 (2) ; 当 | 及 | 二 7 时 不 等 式 (47) 右边 第 二 因 予 不 大 千 
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一 一 一 一 -一 一 一 -一 -一 一 一- -一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


(C28)?e, 就 是 说 , 当 14| < 时 
i gs h) 一 gs) | 二 ao 

如 此 由 和 4 中 国 数 9(7) 起 到 式 (45) 所 得 的 而 数 做 合 fs(w) 是 在 
[e -5,8 十 困 中 一 致 有 异 红 且 等 度 过 种 的 页 数 人 拧 合 ， 依 卫生 中 的 
基本 定理 ,这 速 筑 遇 数 的 某 合 依 一 致 收 数 的 意义 下 在 [e 一 3.8 二 阅 
上 是 列 紧 的 , 因而 更 在 [a 一 38, 5 十 3 上 的 7 中 依 z 中 的 收 做 总 
义 是 列 紧 指 。 但 如 呢 它 依 整个 加 的 瑟 中 的 收敛 意义 也是 列 紧 
的 ,因为 一 切 函 数 p(w) 在 fe 一 56， b+0] 之 外 等 于 堆 。 ， 

现在 在 (46) 中 把 p09 换 成 (4) 一 p(0, 北 中 是 (46) 左边 
的 固定 数 。 依 (45) 计算 pte) 一 p (0 的 中 值 丙 数 : 
贡 | leO-9Ola-eO- 机 [war 四 -mte)， 
由 不 等 式 (46) 可 知 

ip(o) -glo < [9(o) -90 a] 

到 两 罗 的 p 次 办 ,并 可 改换 成 新 要 数 4 一 1 一， 可 得 : 

1 四 一 pz(O < |e ~ plotd ld (48) 
正 数 6 可 习 业 性 意 的 。 现 在 轩 定 它 。 全 。 蚌 珊 定 的 下 狐 。 伙 条 人 
(42) , 可 以 固定 8, 使 |z| <3 时 有 5 

| 0 一 p(z 二 2 | 52<8p。 (49) 
留意 (48) 左 边 及 式 lo(e) 一 p (w+)? 当 |z|<8 时 稚 [a 一 8,5+] 
之 多 等 于 雾 。 合 这 区 关 取 (48) 隐 边 的 积 轨 ,这 与 在 浆 个 朝 上 积分 
一 入 。 可 以 交换 右边 的 积分 次 序 ,因为 在 交换 之 后 仍 得 有 劣 积分 
第 外 人 呆 : 

ee | io) -pot lds]es, 
而 全 (49)， 


1g1, 由 在 本 中 的 现 紧 人 $93 


rr -一 一 一 -一 一 一 < 一 - -一 ~ 一 


1 | 2 人 2) — palw) Pass 本 全 era 8", 

就 是 说 , js 一 5,1 忆 8，, 这 范 数 是 在 企 釉 .EF 的 忆 丽 议 的 。 和 如 些 ， 好 
果 冯 低 坦 上 的 五 ， 而 到 4 为 上 述 在 Fe, 51 从 等 于 堆 失 满足 茉 体 
( 打 ) 及 (49) 的 丽 数 gle) 的 集合 ,8, 为 诺 曾 洲 pstlz) 的 集合 ,其 中 
6 依 (49) 决 定 , 闭 末 上 面 回 助 定理 中 人 的 一 银 条 件 痢 训 是 , /并 以 集合 
和 4 站 在 轴 上 的 并 中 的 次 钱 寥 义 是 殉 紧 的 , 就 中 说 恢 在 [e, 总 上 的 

五 , 中 的 数 生性 是 列 紧 的 , 因为 4 中 -一 四 面 数 在 [a, 35] 亏欠 等 于 
需 ,; 而 定妆 延明 了 。 

注 4i， 定 更 的 际 壕 及 证 明 部 不 难 毕 变 以 迁 应 于 多 如 的 情 洪 。 
考察 侍 面 上 的 区 逆 : el AD gsG， 以 及 这 区 关上 的 空间  。 
扩展 这 一 切 画 数 , 侦 它 个 罕 上 过 区 好 之 外 等 于 堆 。 列 紧 性 的 条 件 
(和 4) 及 (48) 改 写成 下 面 形 式 : 


只 后 
由 9 (py 2 |?adray < LL, 


当 ha| 及 :hs| <n 时 


oo 


时 cr yh) -ple, y) Havdy<s 


ER (2 阴 为 心 议 6 为 定 仍 的 球 到 机 分 : 
Palw Y) 一 -Sy 1 plE, AE dn 。 


(ft 
定 涛 显然 适用 于 任意 可 测 有 上 异 和 集合 2 上 的 空间 蕊 。 只 贷 手 如 包 
括 在 其 一 有 和 穷 区 贞 中 , 工 以 零 扩 展 一 急 夯 数 于 名 之 外 。 
注 2.， 现在 考 交 花束 个 于 一 co0<w 世 十 co 上 的 族 工 ,, 并 说 层 
于 集合 4 的 一 印 丙 数 go27 除 掉 笨 体 ( 生 ) 及 (42) 之 外 还 满足 下 面 
. 条 件 : 对 于 任意 预定 的 正 数 。， 存在 一 正 数 不 , 使 对 于 4 中 的 一 切 
pw) 当 aP 训 于 | | 
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[ip@ hamse, {igo)lrdose, (G0 

我 们 次 明 这 时 集合 4 在 问 个 二 上 的 五 中 是 刘 肾 的 。 如 果 把 无 内 

的 积分 区 间 黎 成 某 一 有 穷 区 几 , 条 件 (4 及 (421 更 能 成 立 ,而 集合 

4 在 尾 意 有 穷 区 有 上 的 工 , 也 是 型 紧 的 。 基 4 中 某 产 列 

G1(2) at) ,+o (B51) 

依 二 西 记述 ;本 以 再 它 开 ! 一 个 部 分 序 列 ps 人 ZE) 和 Pun CT), i :来 和 

这 沸 分 序列 在 区 间 [ 一 1, 十 习 . 上 的 五 中 收 黎 。 由 这 部分 序列 可 以 

选 岂 一 部 分 序列 pop (8) ,pw(o)，… 素 , 短 它 在 区 网 [ 一 2 二 和 上 
的 妃 中 收 普 , 余 类 推 。 作 序列 

Puan CT) 7 2sprf2)， Pcs (8) ，…， 《52) 

这 也 是 最 初 序列 (51) 的 部 分 序列 。 如 果 大 是 任意 正 整 数 ， 那 末 序 

列 (89) 中 从 第 大 项 起 一 切 顶 神 属 于 序列 pu(z)， puto)，…， 而 

后 者 在 区 锐 [ 一 #， 十 妇 上 的 空间 五 中 收 敏 , 就 是 避 序 列 (52) 在 任 
意 有 益 区 出 [一 ,十 们 上 的 也 由 收 黎 。 洲 察 积 爷 

[lp -pO hd Hp, 0) pre) lrdet 


+ ps 一 wop(a) dat 人 Tea 一 pptcyjram。 
留意 显然 的 不 等 式 [ztyi? 拟 2?|z1? 十 四 |y1', 可 以 写成 
[fp pp 0) vas |p, C0) — pe) dot 
+ ip,gte) ieaz+2| “ipode+ 
+o [lp aot | |g) ld。 
依 (50) 对 十 任 意 预 完 的 正 数 。 可 以 固定 足够 大 的 mm, 使 右边 
和 中 除 第 一 项 以 外 名 项 之 和 不 大 于 总 。 对 于 如 此 固定 了 的 wm， 可 


Sn 


193 . 守 上 申 丰 到 紧 许 [2 


CO 


得 . 
MCT ER jnaad 总 。 
由 序列 (59) 在 区 隐隐 ,十 mm] 上 的 Fev 中 的 收 敏 狂 , 可 知 右边 的 
积 妇 对 于 一 切 是 台大 的 9 及 ”不 大 于 号， 所 以 存在 一 效 户 ,便当 . 
9 及 r+ 六 时 - 
(T1900 -p00) ldo<e, 


就 是 说 ,序列 (52) 自 收 化, 因此 [6 的 它 在 整个 四 上 的 中 有 依 万 
的 收 化 性 的 极限 ,这 正 是 所 要 证 的 。 
注 3， 不 难 踪 明 , 在 定理 中 及 在 法 2 中 所 陈述 的 列 紧 性 条 件 
不 仅 是 充分 的 ,而 只 对 于 五 申 的 列 紧 竹 是 必要 的 。 
注 4， 可 以 证 明 , 对 于 五 中 任意 男 数 g(o)， 下 面 的 公式 成 
立 : 
lim| lo(e+h) -ge) "do=0。 (58) 


条 件 (49) 归 灶 成 下 而 的 要 求 , 即 这 种 和 的 速 逢 性 对 于 4 中 的 一 切 
9 (em) 是 -- 数 的 。 这 条 件 在 这 种 意义 下 与 [14] 中 等 度 连 各 性 条 件 
是 完 圣 相似 的 。 我 合十 明 (53)。 例 如 以 gp (o) E 有 穷 区 杜 [a, 加 
上 的 厂 , 而 与 上 面 一 样 , 用 零 扩展 它 到 fa, 厅 之 外 。 在 [6 了 中 代 
证 明 ， 速 舱 画 数 的 线性 任 在 z 中 是 汉 处 稠密 的 。 同 料 可 以 关于 
万 (o1) 放 明 相 侯 的 命题 。 合 。 是 预定 的 正 数 。 恢 刚 才 所 证 过 ， 
的 ,在 在 一 在 ie, 四 中 巡 入 的 而 数 了 (2) , 使 

[i090) lds. (54) 


其 中 我 们 发 fo) 在 [4, 好 之 外 等 于 雳 。 由 此 直接 可 知 
res 加 ~ aose。 (55) 
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tL/ CD plo (th) ~f (2)], 
让 用 (84) 及 (55) 以 及 显然 的 不 等 式 
letd-telr<Sr ol?t 3°|61?+2° el?, 
可 得 
[leetl -plo bane.aet | feth) —f (0) |rde, 

如果, 比方 说 .有 是 正 的 , 那 末 最 后 积分 可 以 写成 形式 


{H(t /jr a= 
| e+ 有 一 7 的 inea+|，i7(e)jrar， 


而 显然 它 与 九 一 出 趋向 于 喜 , 所 频 对 于 -一 切 足 够 接近 雳 的 有 它 一 
定 所 ae。 各 此 对 于 一 切 足够 楼 近 于 需 的 ,可 得 


[leeth) pC) lar 8°+D), 
由 此 ,了 既然 是 任意 的 ,可 得 (53)。 


